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АННОТАЦИЯ 


Книга Цяня «Техническая кибернетика» является первой выпу- 
скаемой на русском языке монографией по новому разделу науки 
кибернетике, Кибернетвка-—наука о построении систем из механи- 
ческих и электрических компонентов для осуществления устойчивых 
целенаправленных действий. Книга рассчитана из широкие круги 
инженеров, интересующихся теорией этих вопросов, а также на на- 
учных работников и студентов старших курсов технических вузов. 


Редакция литературы по математическим наукам 
Заведующий редакцией профессор А, Г. КУРОШ 


ПРЕДИСЛОВИЕ 
РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Последние годы характеризуются ярко выраженной тен- 
денцией к созданию единой теоретической базы для огром- 
ного комплекса наук о передаче и преобразовании сигна- 
лов в целях связи и управления. Эту общую теоретическую 
базу называюг по-разному: «теория систем управления», 
«общая теория информации», «общая теория связи», «тех- 
ническая кибернетика», «общая техиическая динамика» 
ит. д. Пути к этой новой, далеко еше не созревшей науке 
идут от теории связи, теории вычислительных устройств, 
теории автоматического регулирования и ряда других дис- 
циплин. В книге Цяня «Техническая кибернетика» но- 
вая теория строится путем систематического обобщения 
задач автоматического регулировакия. Поэтому она пред- 
ставляет наибольший интерес для специалистов по автома- 
тическому регулированию. 

Первые главы книги посвящены известным разделам 
теорик регулирования и могут рассматриваться как введе- 
ние в теорию. Однако уровень сложности в оригинальности 
изложения быстро возрастает вместе с последовательным 
обобщением задач. В последних главах кратко рассмогрены 
некоторые “новые паправления и поиски возможных новых 
общих путей развития автоматических систем. 

В кңиге систематизироваг большой материал, содер- 
жащий много интересных результатов, примеров и идей, 
шричем использована обширная литература. Для удобства 
Читателей в примечаниях к переводу добавлены ссылки на 
некоторые советские работы и учебники по автоматике. 


А. А. Фельдбаум. 


ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 
К РУССКОМУ ПЕРЕВОДУ 


Выпуск русского издания моей кпиги «Техническая ки- 
берпетиках, несомнемто, сделает се содержание более доступ- 
ным большому и важиому отрялу ученых и ныженеров 
современности—ученым и инженерам СССР. Я очень сча- 
стлив, что это случилось. Это произошло благодаря уси- 
лиям д-ра Фельдбаума и И. ства илостранпой лнтера- 
туры. Д-р Фельдбаум добавил также библиографию работ 
советских ученых, а Издательство дало мне возможное иь 
внести пекоторые исправления в русское издание. Го и дру- 
учшает книгу. Поэтому я хочу восгользоваться этим 
аем п выразить мою искреннюю благодарность д-ру 
Фельдбауму и Издательству. 


Июль 1956 г. Автор 


ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 


Знаменитый физик и математик А. М. Ампер ввел слово 
кибернетика (сіђегпєіідие) как термин, определяющий нау- 
ку об управлении государством (часть {| труда «Еѕѕаї 5иг 
Ја.рћіоѕорћіе дез зс1епсез», Рагіѕ, 1848). Грандиозная схема 
политических наук, построенная Ампером, ие претвори- 
лась в жизнь и, возможно, пе претворится никогда, Тем врс- 
„менем конфликты между правительствами, сопровождаемые 
применением силы, в значительной мере ускорили разви" 
тие другой ветви науки-—науки о регулировании и управле- 
нии механическими и электрическими системами. И поэ- 
тому то обстоятельство, что Винер заимствовал это слово 
Ампера, окрестив им науку, столь важную для современ- 
ной военной техники, носит, возможно. иронический отте- 
нок. «Кибернетика» Винера (Сурегпеііс» ог соп{го! апа 
сотттипісаііол іп Пс апіша! апа 4Һе таз ше, Меж’ Уогк, 
1948) является паукой о построении систем из механических 
и электрических компонентов для осуществления устой- 
чивых целенаправленлых действий. Отличительной чертой 
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этой новой науки является полное отсутствие соображений, 
связанных с рассмотрением энергии, тепла и коэффициента 
полезного действия, столь важных в других естественпых 
науках. По существу, главное внимание в кибернетике на- 
правлено на качественные сторопы взаимодействий между 
различными компонентами системы и на поведение всей 
системы, обусловлениое этими взаимодействнями. 

Цель книги «Техническая кибернетика» состоит в изу- 
чении тех областей обширной науки, именуемой киберне- 


тикой, которые имеют неносредственное техническое при- 
менение для разработки регулируемых, или управляемых 
систем. Эга книга содержит, конечно, те матерналы по 
данной теме, которые обычно рассматриваются в руковод- 
ствах по следящим системам. Но больший охват материала 


является лишь одпим из различий между технической ки- 
бернетикой и прикладной теорией следящих систем. Более 
тлубокое--и поэтому более важпое—различие заключается 
в том, что техническая кибернетика представляет собой 
техническую наџку, тогда как прикладпая теория следящих 
систем представляет собой техническую практику. 

Техническая наука имеет своею целью систематизировать 
принципы расчетов, примепяемых в технической практике, 
чтобы построить единую научную дисциплину итем самым 
выявигь сходные черты в различкых областях технической 
практики и показать мощь осповных понятий. Короче 
говоря, в технической пауке преобладает теоретиче- 
ское исследование и очень часто применяются сложные 
методы математического анализа. Это отчетливо выступает 
уже при беглом просмотре содержания настоящей книги. 
Зато здесь почти не рассматриваются подробности конструк- 
тивного осуществления и проектирования компопентов си- 
стем, которые служат реальным приложением теории, и не 
приводится данных о конкретных устройствах. 

Что же оправдывает это разделение теории и практики? 
В свете самого существования различных инженерных наук 
и их современного бурного развития такое оправдание едва 
ли является необходимым. Больше того, можно привести 
конкретный пример: механика жидкостей существует как 
инженерная наука отдельно от практики инженеров, ра- 
ботающих в области аэродинамики, гидравлики, метеороло- 
тии и других отраслей техники и пользующихся резуль- 
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татами исследований в области механики жидкостей в своей 
повседневной работе. В самом деле, без механики жидко- 
стей понимание закономерностей сверхзвуковых потоков 
я их применение, несомненно, были бы сильно задержаны, 
чтобы не сказать больше. Поэтому образование техниче- 
ской кибернетики как технической науки оправдывается 
тем обстоятельством, что более широкий взгляд на пред- 
мет при систематизации рассмотрения часто может привести 
к новым и плодотворным методам подхода к старым задачам 
и открыть новые неожидакные перспективы. В настоя- 
щее время, когда существуют разнообразные применения 
техники автоматического регулирования и управления, 
вполне целесообразна попытка охватить все возможности, 
заложенные в этой новой науке, путем осмысленного обо- 
зрения всей ее области. 

Поэтому рассуждения в области технической кибернетики 
должны с разумной степенью общности охватить все 
стороны науки, от которых можно ожидать технических 
приложений; в частности, не следует избегать какой-либо 
темы только по причине трудностей математического харак- 
тера. Это тем более справедливо, что математические труд- 
ности всякого исследования обычно носят совершенно искус- 
ственный характер. При небольших изменениях в толкова- 
нии материала изложение в общем случае можно упростить 
до уровня сложности, приемлемого для инженера-иссле- 
дователя. Математический уровень данной книги отвечает 
познаниям студента, изучивщего обычный курс ма- 
тематического анализа. Для понимания изложения необхо- 
димо звание теории интегрирования функций комплексной 
переменной, вариационного исчисления и обыкновенных 
дифференциальных уравнений. С другой стороны, мы не 
проводим строгих и изящных математических доказательств 
там, где достаточны эвристические соображения. Для спе- 
циалиста-практика в области электроники трактовка, дан- 
ная в книге, должна показаться чрезмерно «академичной», 
но для математика, интересующегося этой областью, она 
может показаться любительской. И если вся критика по 
адресу настоящей книги сведется только к этим замечаниям, 
то при всем их значении автор будет считать, что он не 
потерпел неудачи в выполнении поставленной перед собой 
задачи, 


Глава 1 


ВВЕДЕНИЕ 


Рассмотрим систему с одной степенью свободы, т. е. систе- 
му, физическое состояние которой можно охарактеризовать 
с помощью одной переменной у. Поведение такой системы 
описывается функциональной зависимостью переменной у 
от времени {. Для определения поведения системы или функ- 
ции 0({) необходимо зпать структуру этой системы и свой- 
ства отдельных ее элементов. Эти сведения о системе вместе 
с использованием основных физических законов, переведен- 
ные на язык математики, доставляют уравнение для вы- 
числения функции џ(), которое может быть интегральным 
или интегродифференциальным, но весьма часто является 
дифферепциальным уравнением, притом обыкновенным, 
так как здесь имеется только одна независимая переменная — 
время #. 

Дифференциальное уравнение называется линейным, 
а система, описываемая дифференциальным уравнением, — 
линейной системой, если каждый член этого уравнения 
содержит самое большее только первую степень зависимой 
переменной у или ее производной по времени. В состав 
этого уравнения не должны входить более высокие степени 
у или смешанные произведения у и ее производных. В про- 
тивном' ‘случае дифференциальное уравнение называется 
нелинейным, а система, описываемая таким уравнени- 
ем, нелинейной системой. Линейные системы можно, 
далее, разделить на системы с постоянными коэффициентами 
и системы с переменными коэффипиентами. В системах с по- 
стоянными коэффициентами в качестве коэффициентов в 
членах дифференциального уравнения, описывающего сн- 
стему, служат постоякные, не зависящие от времени. В си- 
стемах с переменными коэффициентами коэффициенты яв- 
ляются функциями от / 
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Приведенная здесь классификация типов дифферен- 
циальных уравнений оправдывается тем, что характер 
решения уравнения и тем самым поведение системы 
тесно связаны с типом описывающего ее дифференциаль- 
пого уравпения, Больше того, тип дифферендиального 
уравнения определяет само существо вопросов, которые 
логически можно задавать относительно дапной системы. 
Другими словами, тип дифферелциального уравнения пред- 
определяет и надлежащий путь решения технических задач, 
связанных с системой. Мы увидим это далее. 


1. 1. Линейные системы с постоянными коэффициен- 
тами. Рассмотрим простейшую линейную систему — систему 
первого порядка. Это означает, что система описывается 
линейным дифференциальным уравнением первого порядка 
с постоянными коэффициентами. Если система свободная 
и не находится под действием «вынуждающих функций» 
(«іогсей ГипсНопэз), то се дифферснциальное уравпение 
можно записать в виде 


90 -ву=0, (1.0 


где действительную величину & можно назвать упругой 
постояниой. Если у не мсияется с течением времени, 
4114 равпо нулю, и из уравнения (1.1) следует, что у — 0. 
Таким образом, устаковившемуся, или равновесному, со- 
стоянию системы отвечает значение у= 0. 

Решением уравпепия (1.1) служит функция 


у=", (12) 
тде У — вачальное значение и, т. е. 
90) = 5. (1.3) 


Следовательно, величина и, представляет собой начальное 
отклонение от равновесного состоякия системы. График 
на фиг. 1 иллюстрирует ловедение системы при {>> 0 как 
при положительном, так и при отрицательном А. 

Из вида кривых следует, что при # > 0 величина и 
убывает с течением времени и при неограниченном возра- 
стании времени у-—>0. Поэтому при А> 0 отклонение 
системы от равновесного состояния в копце концов прак- 
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тически обратится в нуль и, следовательно, систему 
можно пазвать устойчивой. В случае ё < О отклонепие 
системы от положения равновесия увеличивается с тече- 
нием времени, и в конце концов оно станет значитель- 
ным, каким бы малым ни было начальное отклонение: 
система, однажды отклонившаяся от этого положения, 
никогда уже к нему не 
вернется. Такие системы, У 
следовательно. неустойчи- 
вы. #<0 

Системы более высо- 


У, 

кого порядка описываются к>0 
дифференциальными урав- 
нениями, содержащими бо- ТВ 
лее высокие производные. Фиг, 1 
Система п-го порядка опи- 
сываетея дифференциальным уравнением 

ат ар, 

ар Нана‘ о Е аву =0. (1.4) 
В физических системах коэффициенты 2, ...› @ дей- 


ствительны. Решение уравнения (1.4) имест вед 


и) Ие мВ), (1.5) 


где величины а, В — вещественпые и зависят от коэф- 
фициентов а, :,..., аз, а величины Ф; представляют собой 
начаяьные фазы. Движение системы устойчиво лишь в том 
случае, когда все а, отрицательны. Если хоть одна из 
этих величии положительна, то отклонение системы от 
состояния равновесия в конце концов будет возрастать 
неограниченно и, следовательно, система будет неустой- 
чивой. 

Примеры, разобранные выше, показывают, что при 
рассмотрении линейной системы с постоянными коэф- 
фицлентами главным вопросом является вопрос об устой- 
чивости. Едва пи требуется отмечать, что в технических 
расчетах обычно ставится пель обеспечения устойчивости 
системы. На вопрос же о том, будет ли система устой- 
чивой или пет, можно ответить, коль скоро известны коэф- 
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фициенты дифференциального уравнения. В случае про- 
стой системы первого порядка, определяемой уравнением 
(1.1), существенен лишь звак коэффициента &. 


1. 2. Линейные системы с переменными коэффициен- 
тами. Если рассматриваемая система содержит перемен- 
ный параметр, то ее установившееся равновесное состояние 
можно изменять путем изменения этого параметра. Поэтому 
естественно ожидать, что коэффициенты линейного диф- 
ференциального уравнения, описывающего эту систему, 
также являются функциями от этого параметра. Напри- 
мер, аэродинамические силы, действующие на самолет, 
‘суть функции его скорости. Если скорость самолета 
меняется (в процессе ускорения или замедления его 
полета), происходит соответствепное измепение азродина- 
мических сил, между тем как параметры самолета, харак- 
теризующие его инерцию, остаются практически неизмен- 
ными. Вследствие этого основное дифференциальное урав- 
нение, служащее для вычисления возмущенного полета 
самолета по отношению, например, к горизонтальному 
полету, будет уравнением с переменными коэффициентами. 

Вернемся к простому примеру системы первого порядка, 
описываемой уравнением (1.1). Пусть упругая постоян- 
вая # является функцией скорости самолета; если самолет 
движется с постоянным ускорением а, то & представляет 
собой функцию величины и = аѓ. Таким образом, диф- 
ференицальное уравнение принимает вид 


9 -ађу=0, (1.6) 


а еб решение определяется интегралом 
а 
УЕ 
= 1 ева, (1.7) 


где и, — начальное возмущение. Если ё всегда остается 
положительным, то Іп (ѓи) всегда будет отрицательным 
и с течением времени этот логарифм будет возрастать 
по абсолютной величине, оставаясь отрицательным. Сле- 
довательно, у зсегла булет меньше & и в конце концов 
(практически) обратится в нуль. Таким образом, в этом 
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случае система устойчива. Если ё всегда отрицательно, 
то ш(у//5) остается положительным и с течением времени 
возрастает. Следовательно, у со временем сделается весьма 
большим, даже если начальное отклопение у, очень мало. 
В этом случае система неустойчива. Отметим, что указан- 
ные здесь характеристики линейпой системы с перемен- 
ными коэффициентами, остающиеся всегда положительными 
или отрицательными, весьма похожи па соответственные 
характеристики систем с постоянными коэффициентами. 


ү 


Ко 


„Неустоїчивая", 
зона 


Фиг. 2 


Представляет интерес тот случай, когда ё принимает 
как положительные, так и отрицательные значения. Пусть 
(а) сначала положительна, затем отрицательна, а потом 
опять положительна. Обозначим первый нуль функции № 
через и, = ай, а второй — через и, = аЁ,. Тогда, согласно 
предыдущему, система должна быть леустойчивой в зоне 
изменения“ скорости от и: до и, (фиг. 2). Пусть иша 
минимальное значение 5, а улах — его максимальное значе. 
ние. Тогда равенство (1.7) дает 

а 


Улп 1 А. 
№ Е (1.8) 


Е 


из 


ў в). (1.9) 


5 


201 
а 
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В технической задаче первостепенное значение имеет 
вопрос: как велико Унах? Не становится ли „ах настолько 
большим, что система уже не сможет отвечать заданпым 
требованиям? Чтобы ответить на этот вопрос, необходимо 
знать, помимо функционального выражения зависимости ё 
от и, еще два параметра; величипу а ускоропия и всли- 
чину и, начального отклонения. Шри любом заданном @ 
величина ушах пропорциональна у,. Но еще более важное 
свойство заключается в том, что при всяком заданном 
начальном отклопепии максимальную величину пах ОТКло- 
нения системы от равновесного состояния можно в значи- 
тельной мере спизить путем увеличения ускорення а, как 
это следует из равепства (1.9). Последнее свойство озна- 
чает, что нежелательные явления в системе можно сде- 
лать менее заметными при возможно более быстром про- 
хождении «неустойчивой» зоны. 

Таким образом, в более общем случае линейной системы 
с переменными коэффипиентами простой вопрос об устой- 
чивости пе имеет определепного смысла. Большее значе- 
ние имеет вопрос о критерии, выполнепие которого обу- 
словливало бы удовлетворительную работу системы при 
заданных начальных возмущепиях и других условиях. 
В рассмотренной системе первого порядка таким крите- 
рием качества работы системы служит величина упах; задан- 
ное возмущение равно у, а другие условия сводятся 
к заданию ускорения а. Таким образом, переход от систем 
с постоянными коэффиинентами к системам с переменными 
коэффициентами приводит к значительному изменению, 
самого характера задачи *). 


1.3. Нелинейные системы. Если в простой системе 
первого порядка, описываемой дифференциальным уравне- 
нием (1.1), упругая постоянцая А является функцией 
от самого отклонения у системы, то это уравнение имеет 


1) С этам положением нельзя полностью согласиться, так как 
и в случао систем с постоянными коэффициентами большой нитерес 
представляет не только асимптотическая устойчивость, нои максимум 
отклопения, время затухания переходного процесса и другие усло- 
вия, обычно называемые условиями качества регулирования, — Грим. 
ред. 
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вид 
и Ку 


(1.10) 


где Р) =е(уу. А5 что это дифферепциальное 
уравнение — нелинейное. Система, списываемая уравнением 
(1.10), представляет собой, таким образом, простейший 
пример нелинейной системы. Иптегрируя это уравнение, 
можно найти его решение 3 (/) из соотношения 


у 


41 
— 70)’ ( 


зо 


1.) 


где, как и выше, 3 — пачальное отклонение. 
С другой стороны, повторно дифференцируя обе части 
уравнения (1.10), получаем 


Чо, 
ар а у (1.19) 
зух ағ 4). + у Е ай = 0 


Таким образом, если число у, является нулем фупк- 
ции (0) и (0) регулярна при у= 1л, т. е. если произ. 
водные всех порядков от функции } (0и) принимают при 
у= 1} конечные значения, то из уравнений (1.10) и (1.12) 
вытекают равенства 

ау 


= = 0 при у= и. (1.13) 


Эти равенства означают, что переменная у асимптоти» 
чески приближается к значению 0,. Действительно, если 
ри и н) > 0, то у достигает и, лишь при 
>. Если же 0, < и, 10 (и) < 0 и и опять-таки 
достигает й; при #—> со!). Таков же характер приближе- 


1) Моливировка зыюора неясна, однако утверждение верно. Так, 
если а) (п) МС Сина (9— 01) =.) где Си 0, >], то из равон. 
ства (1.1) видно, что при ў——-уз едет ‘себя в осноняом как интеграл 


а 
1 и, ге (090. — Прим, ред 
7 
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ния у и к остальным нулям функции (й) (фиг. 3)1). 

Если величина начального отклонения совпадает 
с одним из нулей функции / (5), то это значение у будет 
с течением времени сохраняться неизменным. Таким обра- 
зом, значения у, представляющие собой нули функции } (9), 
соответствуют положениям равновесия. При «у> 0 
в окрестности некоторого нуля, например у, на фиг. 3, 
малые отклонения системы от этого равновесного положе- 
ния с течением времени затухнут и система в конечном 


Фиг. 3 


счете вернется к исходиому состоянию; в этом случае 
можно сказать, что система обладает ‘устойчивостью по 
отношению к малым возмущениям в у,. Вели же 4/4у< 0 
в окрестности некоторого вуля, например у» на фиг. 3, 
то’малейщее отклонение от соответствующего положения 
равновесия заставит систему перемещаться в направлении 
одного из двух соседних равновесных положений, опре- 
деляемых координатами у, или у, на этой фигуре. Таким 
образом, состояние равповесия системы, определяемое 
координатой уз, неустойчиво. 

Мы убедились, насколько сложно ведет себя даже 
очень простая нелинейная система, описываемая уравне- 


1) См. также [1}, гл. [У, $56. —Прия. перев. 
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нием (1.10). Система может обладать в зависимости от дан- 
ного состояния как устойчивостью, так и пеустойчивостью. 
Следовательно, для таких систем совершепно бессмысленно 
славить общий вопрос об устойчивости); вместо этого 
каждую конкретпую задачу надо рассматривать в отдель- 
ности. 


1.4. Инженерное приближение задачи. Почти оче- 
видно, что любая физическая система при ее тшательном 
исследовании всегда окажется нелипейпо? Говоря о си- 
стеме, как о линейной, мы имеем в виду лишь то обето- 
ятельство, что эту систему можно с достаточной точно- 
стью апироксимировать линейной системой. Попятие же 
достаточной точпости определяется в следующем смысле: 
отклопение системы от ее липеиного приближепия па- 
столько мало, чю в рассматриваемой задаче влияние ее 
нелинейных свойств пе является существенным. Таким 
образом, лля отпесепия данной системы к классу липей 
ных или нелинейных систем необходимо исходить из точно 
сформулированных условий, при которых рассматривается 
эта система. Общего же абсолютного критерия не суще- 
ствует: 

Такое же заключение можпо высказать по отношению 
к задаче о классификации линейных систем па системы 
с постоянпыми коэффициентами н системы с переменпыми 
коэффициентами. Обратимся к прослим примерам си- 
стем, описываемых уравнениями (1.1) и { . Если 
ускорепие а очень мало, т. е. скорость почти посто- 
янна, то, һак следует из (1.8), величина уни во мпого 


1) Как пзвослно, для самых общих случаев повятню услойчи- 
востн может быть дан соворшешо определенный см Тако 
смыел имеет усюйчивомь по Лянупову и другие родственные и близ- 
кие этому повязия (сю. 2—4). — Прим. ред. 

2) Например, если нас интересует асичптотическая устойчивость 
некоторого услазоьшешетася состояния пелиисйлой системы по олго 
шениію к достаточно маным начальным позвущениях, то, по тсореме 
А. М, Ляпувова [2—4] 06 усзончивости по первому приближению, 
искодвую систему молию при определенных услопних аппроксими“ 
ровать липейной. Если же ставтлси задача о разыскании авзоколе- 
баний, ло пелипейностыо преисйнсгать пель, бы мала она яи 
была, ібо такое пренебрежение увичожит физическую (и математи. 
ческуто) оснону, обуслозливмощую позкожкосгь установления авло- 
колебаний. — Ириз. перев. 
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раз меньше величины у, начального отклонения и пере- 
менная у примет значение Илл при очень большом 
значении {. Поэтому поведение системы в течепие неко- 
торого конечного промежутка времени весьма схоже с 
поведением системы, описываемой уравнением (1.1) при по- 
ложительном №. Следоватслыю, эту систсму с псремен- 
ными коэффициентами ири определенпых условиях можко 
с достаточной точностью аппроксимировать системой с 
постоянными коэффициептами, 

Едва ли следует отдельно отмечать, что линейные си- 
стемы с постоянными коэффициептами сказываются паи- 
более легкими для исследования. К счастью, под катего- 
рию линейных систем подпадает очень большое число 
реальных систем, встречающихся в технике, при соответ- 
ствующих условиях «технической аппроксимации». Именно 
по этой причине панбольшее развитие получила та область 
теории устойчивости и автоматического регулирования, 
которая ограничивается линейными задачами. В действи- 
тельности современная теория следящих систем охватывает 
почти исключительно линейные задачи !). Поэтому мы 
начнем с рассмотрепия линейных систем с постоянными 
коэффициентами. ` 


1) Следует отметить, что за последние годы число исследований 
по нелинейным системам регулировании и нелинейным следящим си- 
стемам (не говоря об общей теории устойчивости и ислинейных 
колебаний) значительно возросло. См., например, 5—9]. — Прим, 
перев. . 


Глава П 


МЕТОД ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 
х 


Для нахождения решений линейных дифферсициаль- 
ных урависний с постоянными коэффициентами, в которых 
независимым перемепным служит время #, особенно поле- 
зен метод, основанный на применении преобразования 
Лапласа. Разумеется, эту задачу можио решить и многими 
другими способами; одпако метод преобразования Лапласа 
в большей мере подходит для инженеров-исследователей 
благодаря тому, что упомянутый метод сводит все про- 
блемы к единой основе. Процесе пахождення решения 
стандартизирустся, что делает возможным общий подход. 
Теория и практические методы применения преобразования 
Лапласа изложены во многих руководствах 1) 3), и в на- 
стоящей главе мы ис будем этим запиматься. Наша цель 
здесь состоит скорее в том, чтобы дать удобный для спра- 
вок обзор соответствующих результатов, используемых 
в дальнейших главах Для выяснения подробностей, 
а также для ознакомления © доказательствами читателю 
следует.обратиться к руководствам, указанным в примеча- 
ниях 1) й 2). 


2.4. Преобразование Лапласа и формула обращения. 
Пусть у (#) — функция пезависимого переменного # (вре- 
мени), определенная при # > 0. Тогда изображение (5). 


1) См., например, Х. Карслоу и Д. Егер, Операционные 
методы в ирнкладной х чазике, М., 1048; СВаге ВЫ В, М. Мо- 
бега орегаота! тіло іл елцілеегіаа, Моз Үогк, 1944. 

Болес подробно теория преобразования Лапласа рассмотрена 
в книгах: Роетьсв. С., Ткеогіс ила Апъелбцте бег Гаріасе-Тгапз- 
огтаһђоп, Ветііп, 1937: \14 4ег Р. У. Тһе Гаріасе іғалѕісғтт, 
Ргіпсеќоп, 1946. 

2) Сы. также 19—13]. — Прим. перев. 
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етод преобразования Лапласа 
по Лапласу функции 9 определяется равенством?) 


уе и (6) а (2.1) 


где 5— комилекспая переменная, обладающая положитель- 
пой веществеппой частыо, Кез > 0. При других значениях $ 
функция У(5) онределяется с помощью аналитического 
продолжения. Размерность У (5) равна размерности у, 
умноженной па время. 

Если изобразьсииь 75) известио, то оригинал, т. е. 
функцию, изображением которой по Лапласу служит У (5), 
можно во всех случаях найти с помощыо формулы обра- 
щения 


\ У (5) 45, (2.2) 
тко 

не — постоянная, превосходящая вещественные части 
всех особых почек изображения У (8). Фактическое опре- 
деление Функции и(} можно выполнить путем соответ- 
ствующей деформации ем ра интегрирования, отвечающей 
характеру изображения У ($). 


#() = 


2.2. Применение преобразования Лапласа к линейным 
уравнениям с ностоянными коэффициентами. Так как 
преобразование Лапласа вводился как описрация вад функ- 
цией, определениой при # > 0, то этот метод оказывается 
специально приспособленным к решению задач с началь- 
ными условиями: задано пачальное состояние системы и, 
при #`› 0, дана вынуждающая функция, действующая на 
систему; требуется найти «движениее» сислемы кри ё >> 0. 
Рассмотрим систему л-го порядка, описываемую линейным 
дифферепциальным уравнением с коэффициентами 21. 


ал, ..., @ При соогветстлующих производных и вы- 
пуждающей функцией х(!), т. е. уравнением 
“у ац 
ба аа № ух. (2.3) 
р 


т) На протяжении всей кипғи пролгеные буквы огносятся к изо- 
сражендим переменных, обозначенных соотасае вукищими строчвыми 
буквами. 


2.2. Применение преобразования Лапласа к линейным урав. 21 


Начальные значения производных задаются обычно в сле- 
дующем виде: 
апу 
099) 
(2.40) 


(о == ) 


Дифферсициальное Ураннение (2.3) вместе с начальными 
условиями (2.4) определяег едипствептым образом поведе- 
ние системы при /:> 0. 

Для решения задачи о движелии системы с помощью 
преобразовании Лапласа умпожим обе части уравнения (2.3) 


на е“! и проинтегрируем от {=0 до (= «с. Тогда 
\ е0) = У (5). (2.1а) 
А т Чи 4" 
Изображения для производных о а ВЕ 
(2.5) 
и 
е 
а ам А ТЕ "аи а у 
{е Ч = О-о... до) ЗУ (5). 
0 


Поэтому, обозначая через № (5) изображепие по Лапласу 
вынуждаюцеи функции х(/) 


(2.6) 
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мы можем записать изображение уравнения (2.3) с учетом 
начальных условий (2.4) в виде 


(а. ат... + ааа) У (5) = а,08"7 +- 
(000 Чаа 106) 872 4 (а 0 а, 59 о, зо) 58 
ааа 9 станд) (9), (27) 
Обозначив через Г (з) и №, ($ мкогозлены 
Р(8) = а, я а, 157... раѕау (2.8) 


га 
и 
М, (5) = ауы" (ами Ба ц) Б 


+ ба Баир... -Башуо), (2.9) 
напишем решение операционного урависпия (2.7) в виде 


№) : Х< 

УЭ-Ро ее. (2.10) 
Заметим, что решение (2.10) зависит от начальных усло- 
вий через посредство многочлена Л, (5), входящего в пер- 
вый член правой части (2.10). Степень многочлена №, (5) 
не превышает л — 15. н, таким образом, ова всегда мепьше 
степени 2 (5). №,($) обрицается в нуль при обращении 
в нуль всех начальных зпачений, задаваемых разенствами 
(2.4). В этом случае изображение У (з) определяется только 
вторым членом правой части (2.10), зависящим от вынуж- 
дающей функции. Поэтому первый член, №, (8)/0 ($), мож- 
но. назвать дополнительной функцией, а второй член, 
Х 93р (5), — частным интегралом. Фактическое решение 
У() можно найти по сго изображению У($), применяя 
формулу обрашсния (2.2). 


2.3. «Словарь» преобразования Лапласа. Выпужда- 
ющая фупкция х(/) часто имеет такой вид, при котором 
ее изображение Х (5) является отношением лвух много- 
членов относительно $, Тогда изображение Ү (ѕ) общего 
решения, определяемое соотношением (2.10), также выра- 
жается в виде отношения двух многочлепов относительно 
5, и его можно разложить на зисментарные дроби. 


2. 4. Синусоидальная вынуждающая функция 23 


Оригиналы, отвечающие каждой такой дроби, можно полу- 
чить с помошью формулы обращения или же, что более 
удобпо, с помощью заранее подготовленного «словаря», 
содержащего перечень искоторых употребительных фупкций 
от Ён их изображений по Лапласу. Такой очень краткий 
перечень приведен в табл. 1. 


Таблица 1 


«СЛОВАРЬ» ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 


(5) 90) 

1з 1 

15 #10 (в) 

Іза е 

а:(5% | а?) зіп а 

ЗВ +1) соза 

ава) зп а 

ақа) св аѓ 

5-е р зіп о 

17052 + а?) = (ѕіп аг—а! соза!) 


2.4. Синусоидальная вынуждающая функция, Рацио- 
нальную дробь №,(5)/0 (5) можно разложить на элемен- 
тарные дроби. Если все корни многочлена 2 (5) различны, 
то, обозначив их через 51, 5. ..., 5», МЫ можем паписать 


п 
я Мо (5) 1 
п’), 


где Г” (5) — производная от 2(5) по 5. «Интерпретируя» 
каждый член суммы в правой части последисго равенства 
с помощью нашего «словаря» нзображений п оригиналов, 
выпишем слагаемое у,(1) полного решения, обусловленное 
начальными условиями, т. е. дополнительную фупкцию !), 

1) у (решение одпородпого уравнения, соответствующего 


данному неоднородному, при заданных начальных условиях. Прим. 
перев. 
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в виде 


(2.1) 


В общем случае корни $, многочлена Р (5) суть ком- 
плекспые чи В физических системах коэффициенты 
а, а, мпогочлепа 2 (5) (2.8) вещоственпы; поэтому 5, 
могут быть лишь попарпо сопряженными комплексными 
числами, Если гетисслвенные части всех чисел 5, отрица- 
тельны. 10 функция у,(/) убываст с течением времени ио 
экспоненциальному закону и стремится к нулю при нео- 
гранвчентоюм возрастании 1. Таким образом. 3 ЭТО; случае 
система устойчива. 

Если вынужлающая функция синусоидальнал, то ее 
можно запись в виде 


х( = хе, (2.12) 


-амплитуда. а є ~ круговая частота; обращаясь 
к таблиие изображений и оригиналов (стр. 23), мы видим, 
что 


Х(5) 


Поэтому второе слагаемое в правой части равенства (2.10). 
принимает ввд 


(в 


Последнее выражение можно обобщить па случай системы 
уравнений. добавив в числителе множитель в виде пеко- 
торого другого многочлена № (8), степень которого мень- 
зле и. Тогда изображение У, ($) частного интеграла можно 
нисать в виде 


ү) = 7 (5)Х(9)= 1 


р()` 


При № (5) ==1 мы возврицасмея к более простому 
случаю, отвечающему соотношению (2.10). По отлошению 
к изображению У (8) можно опять применить метод раз- 
ложения на элсметарные дроби. Но многочлен в зпаме- 
нателе ссть теперь (5— і») 2{5). а его кории суль 51, 
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5$ ...; 5, И в. Таким образом, 


мө) аҹ № (5) 1 
= [ Рае) в + = = ГЕИ ] 


Поэтому часшый иитеграл и, (#), обусловленный нали- 
чием спнусоидальной лынуждающей функции (2.12), имеет 
вид 


0х, [полем У 
1 


Рн 


М) о Е 
уе” ] . 02.15) 


В устойчивых системах вещественные части всех чисел 
$, отрицательны, п позому второе слагасмое в правой 
части равенства (2.15) при {= < обращастся в пуль. 
Первое же слагаемое представляет собой установивиееся 
решепие, и, таким образом. отношение устаповившегося 
решения к вывуждающей фуикции опредёлястея простым 
выражением 


(2.16) 


Это равенство дает прямой путь вычисления установив- 
шегося решения при синусоидальной выпуждающей функ- 
ции. 

При умельшении частоты ® вынуждающей функции до 
пуля сама пынуждающая функция сводится к постоянной, 
т. е. к величне, не изменяющейся с течением времепи. 
Соотпошеппе (9.10) показывает тогда, что К(9) равно 
отношению ик х при х постоянпом. Это равенство опре- 
деляет физпческий смысл величины Р (5) при 5=0. 
В: дальнейших рассуждениях мы будем часто прибегать 
к Этому физическому истолковапию. 


2.5. Реакция системы на единичный импульс. Вынуж- 
дающая функция х(Г) не обязательно являсіся непре- 
рырлой. Она может иметь форму единичного импульса, 
приложенного к системе в момент времепи #=0, т. 


х()=0 при #+ 0, 
х0) оо при {-:0 
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\ 2041. 
1 
Изображение по Лапласу Х($) единичного импульса, 
определенного указанным образом, просто равно еди- 
нице. Изображение реакини системы, обобщенной со- 
гласно (2.13), на едянизный импульс выражается простым 
равенством: 


59. =Е(8). (2.17) 

Решение 0 (1), соответствующес этой единичпой импульс- 

ной фупкции, обычно обозначается через 2 (0). Па оспо- 
вании формулы обращения (2.9) 
узбо 

п = 05 | Е (5) 45. (2.18) 


57 


Ү,(8)= 


Когда система устойчива, вещественные части всех кор- 
ней 5, характеристического уравнения системы 2 (5) = 0 
отрицательны. Поэтому все особые точки изображепия Ё (5) 
лежат по левую сторону от мнимой оси на плоскости 
комплексной переменной 5 а в таком случае эту ось 
можно выбрать в качестве контура иптегрировапия ири 
подсчете А (0), т. е, в равенстве (2.18) можно ирииять 


1= 0. 


Глава И 


ВХОДНАЯ, ВЫХОДНАЯ И ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИИ 


В предыдущей главе мы видели, что при примене- 
НИИ преобразования Лапласа задача изучения поведения 
линейной системы с постоянпыми коэффициентами оказы- 
вается существенно связанной с исследованием многочлена 
Р” (5$) [равенство (2.8)], образуемого с помощью коэффи- 
циекгов дифференциального уравнепия системы. В более 
общем случае, когда физическая система описывастся систе- 
мой дифференциалытых уравнений, при нулевых пачаль- 
ных значениях всех переменных, определяющих состояние 
системы, поведение системы полностью определяется отно- 
шепием М ($)/2 (5) двух многочленов. Обозначим это от- 
ношение через Г (5). Пусть Х (5) -- лапласово изображение 
выпуждающей функции, а У, (5) — лапласово изображение 
частпого интеграла. Тогда па основании (2.13) получим 


У, (9 =2(5)Х (9. (3.1) 


Это уравнение можно рассматривать как операторное урав- 
нение; при действии #(5) на Х (5) последняя функция 
преобразуется в У, (5), или, иначе, Р (5), действуя на Х (5), 
преобразует Х (5) в У; (5). По этой причине ХА (5) называют 
преобразующей или передаточной функцией. Х (5) пред- 
ставляет собой лапласово изображение входной функции 
.Х(0, а У, (5) — лапласово изображение выходной функции 
0.02). Чтобы подчеркнуть то обстоятельство, что функ- 
ция 0; ({) определяет только частиый интсграл, без учета 
дополнительной функции, обусловливаемой влиянием 
начальных условий в системе, у, {#) называют выходной 
функцией (или просто выходом) от входного воздействия. 
В соответствии с этим дополнительную функцию #,(1) 
называют выходом от начальных условий. 
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Преимущество метода преобразования Лапласа заклю- 
чается в сведении задачи, характеризуемой диффереп- 
циальпыми урависнпями, к задаче, связаиной с алгебраи- 
ческими действиями. При этом обратный переход от Ү(5) 
к (0) оказывасгся необходимым лишь в редких случаях, 
так как свойства функции у (1) полпостью определяются 
ес изображением У (5). Таким образом, появляется возмож- 
ность выразить задапные техпипеские требования к функ- 
дии (0) через посредство определенных требований 
к функдин 76) или. при заданиом входном воздей- 
етвин, через посредство требований к передагочной функ» 
ции А (8). В технике следятщиах систем основным являстся 
метод исследования п иросктирования с помощью передаточ- 
ной фупкцит. В настоящей главе мы проиллюсарируем этот 
метод на нескольких примерах. 


3.1, Системы первого порядка. В качестве первого 
примера рассмогрим движслие скользящей пружипы, одия 


Исходное положение 


атарант 


727 


конец которой скреплси с нормнем катаракта, а другой 
скользит вдоль направляющей (фиг. 4}. Обозначим через 
(Г) коордииату конца пружины, скреплеплого с поршнем, 
а через х (И) — коорлипазу ес скользящего конца. Благо- 
даря влияпню катаравла координата (4) не равна коор- 
динате х (2), а именио 001) отстаст от х(0 т). 

Задача состоит в исследоваиии изменения выходной пе- 
ременной у (2), когда конду пружины, связанному с направ- 


1) Автор пренебрегает инерцией пружины, что он п оговари- 
вает инк. — Прим: перев. 
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ляюшей, задается определенное перемещение. Таким об- 
разом, псременпая х(7) является входной. 

Обозначим через & упругую постоянную пружины, а 
через с — коэффициент демпфирования, производимого 
катарактом, Тогда, считая движение настолько медлепным, 
что силами инерции можно лпрепебречь !), выпишем усло- 
вие равновесия сил 

ау 
4 
Введя постоянную времени т, определяемую отношением 


ви) 


с 
Е (8.2) 
перепишем уравнение движения в виде 
ау а < 
т (3.3) 


КЕ 
Начальшюе условие задачи выражается простым равенством 
0(0) -- 9. (8.4) 
Умножив обе части уравиения (3.3) па е и проин- 


тегрировав от = 0 ло {= ос, получим уравнение в изоб- 
ражениях 


(18-1) У (8) =Х (5) Наш» 
откуда 


у) 009) 9 


(3.5) 


Таким образом, изображение выходной фуикции от вход- 
ного воздействия определено функцией 


ү. рхо) (8.6) 


а изображение выходной фуикцик от начальных условий — 
фупкцией 


У, (9) =; (3.7) 


5-1 


2) См. также [1], стр. 49, $5 (пырожденная липейная систе- 
ма). — Прим. перев. 
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передаточная функция ЁР (5) имеет вид 
БЕРЕ, 
ТЕЧ! 
Уравнению (3.6) можно дать графическое представление 
с помощью фиг. 5. Эта простая наглядная иллюстрация 


очень полезна для уяснения смысла передаточной функции 
и обычно называется блок-схемой. 


Е (3) (3.8) 


Н 


Хх —— 2) => 
ЕТ] 


ея 


Фиг. 5 Фиг. 6 


Полсчнтаем выход системы для нескольких различных 
случаев входной фупкции х(1). Зададимся, прежде всего, 
входом х(!) в виде единичной фупкции 1 (1), изображенной 
трафически на фиг. 6. Тогда 

Хв) ем =- 
о 


! 
Ү.0)= ху +0" 
В соответствии со «словарем» оригиналов и изображений 
(табл. 1) выпишем выходную функцию от входного воз- 
действия 


= 1-е (8.9) 


выходная функция от начальпых условий, определяемая 
изображением (3.7), равна 


9.0 = тета. (3.10) 


Графики этих выходных функций изображены па фиг. 7. 
Мы пашли, что выход от начальных условий представ- 
ляет собой затухающую экспоненту с постоянпой вре- 
мени < а выход от входного воздействия — экспоненту, 
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также с постоянной времени =;, асимптотически прибли- 
жающуюся к сдипичной функции. Пра Ё = ху выход и, (2) 
достигает 63% от его асимптотической предельной величицы. 

При этих условиях рассогласование е (і) (или ошибка), 
определяемое как разность между входом х (/) и выходом 
и: (0, равно 


еде (0) ета. (3.11) 


Поэтому рассогласование исчезает при {-—> оо. 
Перейдем к другому 

примеру входного воздей- 1 

ствия. Пусть входпая ве- 

личина изменяется по си- 56 

нусоидальному закопу 


х0) = в/о, Я Р . 
где х„— амплитуда коле- 7, 
баний, а в— их частота. ® 
Тогда у) 

_Жт __ 
Хх == 299, (3.12) | - 
б 

Выход от начальных усло- 
вий имест в данном случае Фиг. 7 


тот же вид, что и в пре- 


дыдущем примерс. Выход же от входного воздействия 
имеет вид 
1 
зә 


Ух 
Следовательно, согласпо «словарю» оригиналов и изобра- 
жений, 


1 = 
т (алаа) из) ^ 


М х р 
—е-# а ее ©. 


Первое слазасмое правой части последнего равенства 
представляет собой чистую затухакицую экспснепту, а вто- 
рое слагасмое характеризует установившуюся составля- 
ющую полного решения системы. Таким образом, 
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Этот вывод находится в полном соответствии с нашим 
общим результатом, выражениым соотношением (2.16). 
Так как 

1 1 


р бане д. 
Баер ане ене (8.13) 


то устаповившуюся составляющую можно представить 
в виде 


[ира = 0 е ати ото, 
У? 

Следовательно, амплитуда устаповпвшейся составля- 

ющей выходной переменной системы  уменьшастся в 

И! - 27 раз по сравнению е амплитудой входной пере- 

менной, а фаза этой составляющей выходной переменной 


отстает от входной переменной на величину агсо;. При 
синусоидальных входах низкой частоты 
тю < Г. (1. 14) 


Таким образом, в этих условиях амплитуда не испы- 
тывает изменения но сравнению с амплитудой входа, но 
фаза устанопившейся составляющей выхс ег от фазы 
входа на величину, равпую постоянной времени т; пере- 
даточной функции. Наоборот, при сипусоидальльх входах 
высокой частоты 


р 9 

Шр 2"), юз = 818) 
т. е. в этом случае амилитуда умепыпается л вх, раз, 
а запаздывание по фазе стаповится равным я/2. Графики 
входа и установившейся составляющей выхода в случаях 
низкочастотных и высокоча ных входных колебаний 
соответственно изображены на фиг. 8. 


3.2. Способы задания передаточной функции. Пере- 
дагочная функция Е (5) представляет собой фупкиию ком- 
олекспой переменной 5. Так как в общем случае функция 
Е (5) выражается стношением двух мпогочаенов относи- 
тєлыю 5, то она определиезся с точностью до постояипого 
мпожителя заланием ее пулей и полюсо». Для пахожде- 
ния же постояниого мложигеля достаточно знать значепие 
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Е (5) при одном произвольном значении 5. Удобнее всего 
задавать значение Ё ($) в начале координат. В самом деле, 
величина 


12 (0), = К (3.16) 
имеет определелиый физический смысл: она равна отноше- 
нию выхода к входу ири постоядном входном воздей- 


ствии, т. е, при входиом сигнале, пе меняющемся с те- 
чением времени. Отношение К называют коэффициентом 


гв. 
= 


и 
И. 
1 
по Са 
а 5 
Фиг. 8 


усиления системы. Поэтому передаточная фупкция опре- 
делястся сдинствсиным образ с помошью тей, полю- 
сов и коэффициента усиления. Таков один из способов 
задания передаточной функции. Например, коэффициент 
усиления простой передаточной функнии, определенной 
сботношепием (3.8), равен единице; она имеет простой 
полюс в точке — 1/т п пе имеет пулей. 

<^ Если заданы одновременно значения как вещественной, 
так и мпимой частей функции Ё{5) вдоль мнимой оси 
плоскости комплексной переменной $, то на основании 
прииципа аналитического продолжения 1) тем самым функ- 
ция Ё (5) определена и при лобом 3. Поэтому другой воз- 
можный способ определения Г (5) закмочается в задании 
функции Г (о) комплекспой переменной іо (о — веществен- 


1) См, |14, 17—19]. —– Прил. перев. 
З Цань-Соэ-Сэнь 
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ная переменная). В физических системах все коэффициенты 
при степенях 5 многочлена А (5), представляющего собой 
числитель передаточной функции Ё(5), и все козффици- 
енты при степенях $ многочлена 0 ($), представляющего 
собой знаменатель # (5), суть вещественные числа. Поэто- 
му, если обозначить через Г комплексное число, сопря- 
женное с комплексным числом ЁҒ, то 

Е ( 
Таким образом, в физических системах для определения 
функции Ё (х) комплекспой неремеппой 5 при любых зпа- 
чениях 5 достаточно знать функцию А (ёо) при ог 0. Но, 
в силу соогношения (2.16), (й) представляет собой от- 
ношение установившейся составляющей выходной пере- 
менной к сипусоидальпой входной перемсиной частоты в. 
Функция Р (йо), заданная при всех значениях «є, назы- 
вается частотной характеристикой системы '). Таким обра- 
зом, с помощью частотной характеристики осуществляется 
еще одии способ задания передаточной функцин. В разо- 
бранной выше простой системе первого порядка частотная 
характеристика определена функцией (3.13). 

Один из способов представления частотной характе- 
ристики, разработанный Г. У. Боде (Н. \/. Воде), назы- 
вается лпаграммой Боде. Обозначим через М модуль 
функций Г (№2), а через 0 ее аргумент, т. е. 


Е(6) = Ме". (3.18) 


Е(—1ю) №). (3.17) 


Диаграмма Боде заключается в построении графиков 5 М 
и 0 л функции от іх). Причина, по которой модуль М 
откладывается в логарифмической шкале, п то время как 
фазовый узол 0 откладывается в патуральную величину, 
будет выяспсна в дальнейшем. Для нашей простой си- 


3} Мвогда фувкцию Г (о) зазывают передаточной фувкцлей, не 
делая различия в пазвании между Е (5) и Р (00), или же еле ампля- 
тудной характеристикой. — Прим. перев. 

2) При определевит дкаграмиы Боде свтор не укезываса ослова- 
мия логарифмов, нбо ою не имеет принципиального значения. В пре. 
пожениях же всюду применяются десятичные логарифмы (сх. фиг. 9 
ит. д). — Прим. перев. 
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стемы, определяемой частотной характеристикой (3.13), 


1 1 
М=—— 
Г ПУТЬ их, (3.19) 
0 = — ас — агова, 


где и- безразмерная частота "). Диаграмма Боде для этой 
системы изображена на фиг. 9. Выводы относительно 
поведения частотной характеристики в областях низких 
и высоких частот, вытекающие из рассмотрения диаграммы 


СЯ 


уи 


н. 1. 
Ме" тта, 


Фиг 9 


Боде, совпадают с заключениями, полученными ранее 
в виде соотношений (3.14) и (3.15). При и —» со угловой 
коэффициепт графика 16 М в функции 16 и стремится к – 1. 
При малых значениях и этот коэффипиент близок к пулю. 
Поэтому график МА! по 16 и для системы перпого порядка 
можпо аппроксимировать двумя прямыми линиями ?). 

В ‘яитературе по акустике и электротехнике устано- 
вилась практика откладывать по оси ординат 2016 М 
вместо 10 А1, что делается с целью выражения единиц 
измерения амплитуды в децибелах. Интервал частот, за- 
клюценный между данным зпачепием частоты и удвоен- 
ным значением этой частоты, называется октавой, следо- 


1) Зависимость 1441 от Шо (или ща) обычно называется лога- 
рифмической амплитудой характеристикой снстемы, а зависимость № 
от 12 о ес погарифиячоской фазовой характеристикой [9,21]. — Прим. 
перев. 

2) Ломаная на Фиг. 9, панесениая пунктирох, называется асни- 
птотической или (папеопдальной) логарифмической аирлитудиой 
характеристикой [9].— Прим. пере, 


зж 
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вательно, та часть графика, в которой угловой коэффи- 
циент аппроксимированпой диаграммы равен — 1, характе- 
ризуется наклопом этой диаграммы в —20 102 = — 6,02 06 
на октаву. Отметим также, что на этой же фигуре аппро- 
хсимировапкая диаграмма (пунктирная линия) проходит 
через 0 ири и =Т, т. е. при єю. > 1/5. Поэтому мы можем 
снять частотную характеристику системы первого порядка 
экспериментально п папести указанным способом резуль- 
таты измерения в виде диаграммы. Постоянную т, вре- 
мени системы нетрудно оцепить с помощью зкачепия 
частоты, ири которой наклонная часть апроксимировам- 
ной диаграммы, соответствующая высоким частотам в, 
пересекает горизонзальную ось. 

Другой способ иредставления частотной характеристики 
был разработан Г. Найквиетом и получил название диа- 
граумы Найквиста. Этот способ заключается в непосред- 
ственпом построении графиков комилексной функции Р (#2) 
[или 17 (4ь)] па плоскости помпленслой переменной Е (или 
1/Е соотвелственио). При этом параметром кривой слу- 
жит частота о, Для простой системы, рассмотренной выше, 
т. е. системы первого порядка, график функции А (йо) 
представляет собой полуокружность, начинающуюся в точ- 
ке 1 при и=0, проходятую через точку 101-6 == 

= (1/2) (1—2 при ви =н=1 и окапчивающуюся в па- 
чале Е при а — оо. График функции 1/ЁР памного 


проще: П 15 бнт, и поэтому этот график сводится 
к прямей линии, параллельной мпимой оси. Обе днаграм- 
мы Найквиста для системы первого порядка изображены 


на фиг. 103). 


3.3. Примеры систем первого порядка. Сложные систе- 
мы содержат мпого элементов, которые можно прибли- 
женно описать с помощью передаточной функции первого 
порядка. Мы рассмотрим кратко несколько примеров та- 
ких элементов вместе с днаграммами их частотных ха- 
рактеристик. 


1) Функция Е пазывается пногда обратной амплитудно-фазовой 
характеристикой. График Е (ш) на плоскости Е називается, как 
правило, амплитудно-фазовой характеристикой. — Прим. перев. 
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Интегрирующее звено. Электрический двигатель, в ко- 
тором угловая скорость 42/4 пропорциональна ‘входпому 


а 
Та 


Фиг. 10 


напряжению о, описывается уравнением 
29 3.20 
зер = Ко (3.20) 
где К — коэффициент пропорииональности !). Таким обра- 
зом, угловая координата $ двигаеля пропорииопальна 
интегралу 


Д 


{оа 


5 


Действие электрического двигатсля можно охарактеризо- 
вать с помошью блок-схемы, показанной на фиг. 11, где 
через `У{5) и Ф(5) обозначены изображения переменных 
ои соответственио. 

а функция двигателя Р(5)=К/5 пред- 
ставляет собой предельное значение функции 1/(=15 + 1) 
при т —> со и характеризуется простым полюсом в начале 
координат. 

Чтобы рассматривать постоянпую К в качестве коэф- 
фициента усиления системы в выражении передаточной 


1) Уравнсние (3.20) приближенно спрапедаиво, например, для дви- 
тателя постоянного тока независимого возбуждения, находящегося 
в режиме холостого хода, — Прим. ред. 
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функции (5), мы должны видоизмелить определение 
хоэффициента усиления, введенное в предыдущем разделе. 
Данное там определение пригодно хля передаточных функ- 
ций, не имеющих в начале ни нулей, ни полюсов. Поэтому 


фиг. 11 


коэффициент усиления К инчегрирующего звена, т. Я 
звена, передаточная функция которого имеет при 5= 0 


Ен = НЕ = "9 


+ 


Фит. 12 


простой полюс, следуст определить с помошью предель- 
ного перехода 
К = п? 52 ( 
3-0 У 
Выпишем частотную характеристику интегрирующего 
звена 


. (3.21) 


Е 

Р) (К) 

Поэтому, в силу (3.18), 
ЕЕ 


(8.22) 


Соответствующая диаграмма Боде показана на фиг. 12, 
а диаграмма Найквиста — на фиг. 13. 

Дифференцирующее звено. Скоростной гироскоп выдает 
выходное напряжение у, пропорциональное угловой сКо- 
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рости 2/2? прецессии, т. е. 
ое К 
где К — коэффициент пропорциокальности. Действие этого 


звена противоположно действию толъко что рассмотрен- 
ного звепа. Передаточпая функция ХА (5) = Кз имеет нуль 


Роа) К. 


в начале координат. Таким образом, коэффициент усиле- 
ния дифференпирующего звепа, т. е. системы, передаточ- 


ная функция / (5) которой имеет нуль при 5= 0, следует 
определить с помощью предельного перехода 


К=1їт | 


5—0 


(3.23) 


Блок-схема лифференпирующего звена изображена на 
фиг. 14, его диаграмма Боде—на фиг. 15, а диаграмма 
Найквиста — на фиг. 16. 

Простое фазосдвигающее звено. Рассмотрим электри- 
ческую цепь, состоящую из сопротивления и емкости 
(фиг. 17). Пусть /- ток, текущий через сопротивление 
В, и С—емкость. Если в начальный момент ({=0) 
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конденсатор разряжен, то 


і +4 0104 = 


0) @ =, 


Умножив обе части каждого из этих равенств па е 


ум 27 == 
езу Коа М0 
Фиг. 15 
и проинтегрировав от #==0 до і = со, получим 
(+) 109) = 
54 (5) = У, (8). 
ш=0 
|. 
Решая Кіш Сее 
іа 7 Км 
Фиг. 16 


Поэтому 


1 
= Е (5) = Гриб (3.24) 
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Отсюда следует, что передаточная функция этой цепи 
типа ЮС имсет такой же вид, как и передаточпая фупк- 
ция системы со скользящей пружиной и катарактом; ее 


Фиг. 17 


постоянная времени т, = РС. Поэтому диаграммы Боде 
и Найквиста для этой системы изображаются диаграм- 
мами на фиг. 9 и 10 соответственно. Фазосдвигающее 


я, —л 


Фиг. 18 


звено Ч: о применястся для введения в систему отста- 
вания по фазе). 


Фазоопережающее звено. На фиг. 18 показана более 
сложная электрическая цепь. Ее уравнения имеют вид 


о 


К: + Вы, 
9, = Б. 


1) Это звено ипогда называется иперциозным или релаксапнон» 
ным звеном. — Прим. ред. 


выходнал и передаточная фун 
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Соответствующие уравнения в изображениях будут 


Хеда 


У, = К. 
Поэтому 


(3.25) 


Коэффициент усиления непремешю выражается числом, 
меньшим единицы; обычно оно заключено между 0,1 и 1. 
Введя постоянную Фу С помощью соотношения 


Рүг+ 


Е (3.26) 
представим персдаточную фупкцию в виде 
= 1+. (6/70 
Е) =! п. (3.27) 


Әта функция имеет нуль в точке — геу и полюс в точ- 
ке --в1 1). ; 


^` Частотная характеристика фазоопережающего звена 


выражастся функцией 


РО) = "00. (3.28) 


Ре 


Введя безразмерную частоту и с помощью соотношения 


1 о 
а= (8.29) 


1) Это звено иногда называют форснрующим звеном, — Прим. ред, 


3. 3. Примеры систем первого порядка 48 


получим 


0 = ага ўт — агсйв (Ута). (3.30) 


Отсюда 


ЕЕ 
жмут у, т у"-и |у 


2 
+ 
Ри 


9ш=8 (+). 


Диаграмма Боде для этого звена отличается некоторой 


и 


Фо 


ум 2 
5 УЕ 


симметрией относительно прямой и={ (фиг. 19). Мак- 
симум фазы 8 имест место при и-=1 п равен 


Вых атом ате Үт= 5 ас Уу. (3.31) 
Поэтому в определенной области частот данная цепь до- 
ставляет зпачитедльное опережение по фазе. При очень 
болылих ө имеет место равенство М == 1, при очень малых 
ш---равепство М == 7. 

Полосовое фазосдвигающее звено. Передаточная функ- 
ция АС электрической цепи, изображенной на фиг. 20, 
имеет вид 


и 2 
06) 209) 
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Усиление этой цепи равпо единице. Введя постоянные 


(3.32) 


© 


перепишем передаточную функцию в виде 


(3.33) 


Сравнив последнее выражепие с выражением (3.28) частот- 
ной характеристики фазоопережающего звена, мы убедимся, 
что передаточные функции этих зверьев суть взаимно 


обратные функции. В самом деле, частотную характери- 
стику рассматриваемого звена можно представить с по- 
мощыо отношения 


Е(№)} 


Таким образом, 


1 2 
куу = 


Соответствующая диаграмма Боде изображена на фиг. 21. 
В некоторой полосе частот паблюдастся запаздывание по 
фазе. Наибольшее запаздывание по фазе достигается при 
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=1, те. при є = ут 
соотношением (3.31). 
Упрощенное описание движения самолета по крену. 
Введем обозначения: Г— момент пнерцни самолета отно- 
сительно его продольной оси, $—угол крена, Ё,-— коэф- 
фициент аэродинамического демпфирования в движении 


әу, а его величина определяется 


самолета по крепу, &8— момент, приложенный к самоле- 
ту со стороны элеронов, отклоненных на угол 8. Тогда 
крен самолета описывается уравнением 


Обозначим через р = 42/Ё угловмю скорость крена; в 
СООТВСТСГВИИ С ЭТИМ обозначением предыдущее уравнение 
примет вид 


Пусть в момент времени #=0 угловая скорость крена 
равна пулю. Применив к хравгению двпжепия самолета 
по крену преобразование Лапласа, получим уравнение в 
изображениях 


(8-10 Р (9) =#3 (9). 


Таким образом, для перслаточпой фупкции самолета при 
его колебаниях по крепу мы получаем выражение 


Р (5) К Е А 1 
РО = тату т. (3.36) 
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Следовательно, поведение кренящегося самолета в той 
мере, в какой оно оцисывастся этой перелаточиой функ- 
цией, подобно поведению скользящей пружины с ката- 
рактом и простого фазосдвигающего контура !). Поетояк- 


1 д 
ная времени <, здесь равна ;-. При очень слабом демп- 
в 


фировапии т; => 22 и система ведет себя как простой 
интегратор. 


3.4. Системы второго порядка. Обратямея опять к си- 
стеме скользящей пружины с катарактом (фиг. 4), по 
введем массу т на конце пруживы, примыкающем к ка- 
таракту. Добавление массы прызедет к появлению свлы 
инерции т 43|", ы уравнение движения примет вид 


ау __ ау 


у И 
т й +6 --Ку = ЕХ 
при начальпых условиях 
000) = 0 | 
СН Н (3.37) 
а 099 5] 


Дифференциальное уравясние лвижения можо переписать 
в более удобном виде с помощью обозначений 


Е (8.38) 


Здесь в, — собствеппая частота системы масса — пружина 
ри отсутствии катаракта, а { — безразмервый коэффидиеят 
демпфирования, т. е. отношение нетинного коэффициента 
демпфирования к его критическому значению; смысл этого 
параметра выявится песколько ниже. В повых обозначе- 


1) То же заключение спраледливо в отношении рысканья (отно- 
сительно заланного курса) горизонтально летящего саколета. 
а при тангаже уже ие описываются передаточной 


от уїла атаки, тогда как в движениях 
крена и рысьопьт естественная направляющая сила отсутсльуст, —- 
Прим. перев, 
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ниях дифференниальное уравнение системы приводится 
к виду 


(3.39) 
Применив к урапнепию (3.39) преобразование Лапласа 


с учетом начальных условий (3.37), мы получим следу- 
ющес уравнение в области изображений: 


(У 21905 У (9) = (и (5 250) Ио 


Таким образом, выход системы от начальных условий 
будет иметь вид 


| (3.40) 


а для передаточной функции системы мы получим выра- 
жение 


(3.41) 


Итак, система обладаст коэффициентом усилспия К = 1, 
а ее персдазочная функция ле имеет пулей и имест два 
простых полюса в точках 


(3.42) 


Если коэффициент лемпфировапия катаракта меньше кри- 
тического, то величина & меньше единицы. В этом случае 
полосы $: н 5, комплексные сопряженные величины. 
Обозначив через и у соотвиственпо веществекную 
Я мнимую части поноса 5, панишем 


< 1 


с, 1 
( <, (3.43) 
2 

где последняя форма представления полюсов возможна 
благодаря равенству модулей обоих этих полюсов. При 


положительном демифировании А представляет собой отри- 
цательное число. 


Г 
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С помощью соотношения (3.40) нетрудно определить 
выход и.(!) системы от начальных условий. Так, при 
12 < 1 полюсы передаточной функции выражаются равен- 
ствами (3.43), и мы найдем, что 


А 


у ота ем совм А емуньм. (3.44) 


У 


Так как число } отрицательное, то выход снстемы представ- 
ляет собой затухающес движение, выражающееся синусо- 
идальной функцией. При 5° > І выход системы сводится 
к апериодически затухающему движению. Таким образом, 
при демпфированин, превышающем критическое, выход 
0.(#) имеет пеколебательный характер. В этом состоит 
смысл попятня критического демифирования, 

Зададим тецерь вход х(/) системы в форме единичной 
функиип | (2), изображенной на фиг. 6. Тогда Х (5) =: 1/5. 
При < 1 


У, (8) 


м, следовательно, выход 0;( ) от входного воздействия 
выражается фупкцией 


и @=1- [вм + (2) зим о. 8.45) 


При 02 > 1 этот выход представляст собой неколебатель- 
ную функдпю, равпую 
(=! | 2 г (3.46) 
В =1- == ] А . 
и: 89 и 


где 8, и 5, опрелелепы выражепиями (3.42). Течепие вы 
ходпой функпии и, (1), определяемое последним соотпоше- 
нием, грарически изображается семейством кривых на 
фиг. 22, соо1ветеғвующих разллчным значениям безраз- 
мерпого коэффициента демифирования 5. Рассматривая 
течение этих кривых, видим, что для обеспечения быстро- 
го приближения выходной функции системы к ее асимито- 
тическому значению следует выбирать пе слишком боль- 
шую величину 5. 

С другой сторопы, если $ слишком мало, то в систе- 
ме будут наблюдаться колебания со значительным пере- 
регулированием. Поэтому необходимо принять некоторое 
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компромиссное решение. Обычно на практике значение без- 
размерного коэффициента демпфирования { выбирают 
между 0,4 и 1. 


УИ 


Фиг, 22 


Бели ца вход системы подается сипусоидальное коле- 


банис (3.11) амплитуды х, и частоты є, то 


ёв —№ 


У, 9) 


Поэтому при 12 < 1 выход системы от входпого воздей- 
ствия имеет вид. 


$ 


уд ЕЕ 
б аго) 6 


их, Р (в) е. 


У — 60-60, (3.47) 


216-5) 


где 1. и у определены выражениями (3.43). Так как при 
положительном демпфировапии величина А отрипательна, 
то в устаповившемся режиме выход системы характери- 


4 Цявь-Сюз-Сэнь 
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зуется первым слагаемым лравой части равенства (3.47), 
что отвечает общему выражению (2.16). 

С помошью равенства (3.41) найдем частотную харак- 
теристику рассматриваемой системы второго порядка 
в виде 


Поэтому 1) 


(3.48) 


Соответствующая диаграмма Боде построена па фит. 28. 
Максимальное значение А1 имеет место вблизи «ѓор = 1, 
гле МЛС и 05 9/2, При оо, = ао фазовый 

1 
7а) 
в области акустики сказал бы, что в области высоких 
часот паклон этой характеристики составляет — 12,04 96 
на октаву. 

‚ Кривая Пайквиста для этой системы построена на 
фиг. 94. 

Посредством передаточной функлии второй степени 
можно апироксимпровать и другие физические системы. 
Одним из примеров таких систем служиг гидравлический 
серводвигатель. С помощью исредаточпой функции такого 
типа достигается и лучшее приближение для дипамики 
скоростного гпроскопа, разобранного в п. 3.3, а именно 
поведение этого гироскона описывается посредством пере- 


ол 


0-ти Ме ато М А — 2 М (юго, ). Специалист 


1) Метод оценки качества следящей системы с помощью чисел 
Ми? (амплитулно-фезовые диаграмы) рассмогреп, например, в 
[9, 21]. рим. перев, 


ма 


4 


14 


4* 


Плоскость комплексной 


р 1 

перет = 

Ременной Ета) 
0=0 

П І 
3 2 1 т 

1 

- 


Рав) 
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даточной функции 


(= 


Кв 
Са) к(а) 


Представляет интерес сравнить эту более точную переда- 
точную функцию с ее грубым приближением, показапным 
на фиг. 14. Отметим также передаточную функцию 
акселерометра 


Е к 


(5) (т) -)+ 1 


Таким же образом можно уточнить передаточную фупк- 
цию электрического двигателя, используемого в качестве 
интегратора *): 


К 


хз) 7 


(5) 


Болсе грубое приближенне этой функции было приведего 
на фиг. 11. Все рассмотренные злесь перед; 
ции имеют то общее, что их знамератели суть ква; 
ные трехчлепы. Смысл постоянных, фигурируощих в этих 
передаточных функциях, опредслястея аналогично тому, 
как это делалось в предшествующих примерах. 


3.5. Определение частотной характеристики. В пре- 
дӱлущих пунктах мы рассматривали задачу об ана- 
литическом пахождепвии передаточной функции Ё (5) си- 
стемы и ее частотной характеристики Е (15), исходя из 
Ъсповных физических закопов и зная структуру системы. 
Таким образом, эта методика подсчета частотной характе- 
ристики является апалитической, и достигасмая с ее по- 
мощью степснь точности зависит от достоверности паших 
сведений об этой системе. Но в инженерной практике 


1) То есть в том случае, когда выходной величиной считается 
не угловая скорость пала ротора, а угловое перемещение этого или 
жестко связанного е ним вала, — Прим. ред. 


54 Гл. ПИ. Входная, выходная и передаточная фучкции 


наши сведения, касающиеся подробностей строения рас- 
сматриваемой системы, часто оказываются неполными; 
иногда же, хотя строение снегемы нам и известно исчер- 
пывающим образом, эта система оказывается настолько 
сложной, что аналитическое определение ее частотной ха- 
рактеристики перестает быть практически доступным ло 
причиие слишком громоздких вычислений. В таких слу- 
чаях часто возпикает необходимость определения частот- 
ной характеристики опытвым путем. Наиболее простой 
метод экспериментального спятия частотной характеристи- 
ки основан на том результате, что отношение установив- 
шегося выхода, возбуждаемого сипүсоидальпым входом 
частоты є, к этому входу и представляст собой частот- 
ную характеристику системы, как это следует из соотно- 
шения (2.16). Отношение амплитуды выхода к амплитуде 
входа равно числу АТ, а разпость между фазой выхода и 
фазой входа— числу 01). Поэтому этот экспериченталь- 
ный метод требуст определения отношений амялитуд и 
разностей фаз для некоторого числа частот в интерес 
ющем пас диапазоне частот. Этот метод спятмя частотных 
характеристик применялся к различным задачам, начиная 
от столь простой системы, как толливный насос?), и 
вплоть до достаточно сложной системы, характеризующей 
продольное движепие самолета?) *). Недостаток такого 
метода состоит в пеобходимости проведения длительных 
экспериментальных исследований в общем случае в широ- 
кой полосе частот. Кроме того, иногда приходится встре- 
чаться с затруднениями в измерении разпости фаз между 
выходом и ВХОДОМ. 

< Более эффективный метол исследовапия состоит в том, 
чтобы возбужцать систему одновременно по всем часто- 
там, а пе по одпой определенной частоте каждый раз 
отдельно. Лучше всего это сделать путем подали на вход 
ис ‚ледуемой системы едипичного импульса. Тогда, соглас- 
но (2.18), переходный процесс в устойчивых системах 


1) См. примечание на стр. 50. Прим, перес. 
2) 5һатеѕ Н. Ніттеї С. $, Віічаѕ Р., ХАСА ТМ 
2109 (1950). 
3 МІПікеп №, Е 514, 493 (1947). 
4) См. также [22—26], 


Јошт. Аегопаші. 5 
Прил, перев. 
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(1==0) определяется выражением 


1 


в =з ў Е (їое аа = 


. {кел Совы т Е (аувіпой бә, (3.49) 
0 


где Ве н Іт озпачают символы веществениой и мнимой ча- 
стей соответственно. Последняя ступень преобразования за- 
конна в силу равенства (3.17). Как показывает соотношение 


00 = 


0 1 т $ 
Треувольный ину 


ст 


Прхлттугалоньш шипузы 


Фиг. 25 


(3.49), импульс, приложенный к входу системы, лозбуж- 
дает в ней все частоты в равлой мере. Зная реакцию й (8) 
системы па едипичпый импульс, можно найти ее частот- 
ную характеристпку с помошью интеграла 


Е (оу лее Че, (3.50) 
$ 


Для отдельных ачений частот послелпий интеграл 
можно подсчитывать с помощью числовых методов. 

Однахо в практических условиях трулно осуществить 
входное воздейсовие в виде зочпого импульса. Более 
практичной формой вхолного воздействия служат едипич- 
пый прямоугольпый импулье и слипианый треугольный 
импульс, изображенные па фиг. 25. Такие импульсы уже 
пе будут возбуждать в одипаковой мере все частоты. Но 
если сделать длину т импульса достаточно малой, то 
можно приблизиться к идеальному равпоморпому возбуж- 
дению по весм частотам. 
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Сименс и его сотрудпики применили такой способ им- 
пульслого возбуждения для нахождения частотной харак- 
теристики самолета!) н разработали приближепный метод. 
подсчета Ё (іе) по закопу изменения выходной координа- 
ты у(), найденному опытпым путем. Қэрфмен и Гарди- 
нер?) обобщили этот метод обработки эксперимептальных 
данных на случай входных функций любого вида. 


3.6. Составление системы из элементов. Системы, 
рассмотренные в пт. 3.1, 8.3 и 3.4, в действительности 
представляют собой лишь элементы. входящие в состав 
гораздо болсе сложных систем, когорые, как правило, 
приходится применять в технике устойчивых следящих 
систем. 

Обратимся, например, к системе управлелия движе- 
нием самолета по крену. Сигнал, управижощий переме- 
зценмем элеронов, обычно поступает в форме электриче- 
ского тока. Этот сигнал является входным для блока 
усилительных м счетных устройств?), предоставляющего 
собой довольно сложную электрическую цепь, которая 
может содержать электронные лампы. Процессы в блоке 
усилителя и счетных устройств определяются его пере- 
даточной функцией Р, (5). Выход этого блока, в свою 
очередь, служит входом гидравлического исполнительного 
двигателя, приводящего элероны в движение. Процессы 
в гидравлическом двигателе определяются его передаточ- 
ной фупкцией Г. (5). Наконец. выходная переменпая гид- 
равлического двигателя - координата элеронов — служит 
вхолйой величиной системы, характеризующей динамику 
самолета *). Динамика самолета дает передаточную функ: 


1) Зеатапѕ К. С., В!аз!пнаше В. Р., Сіетепі- 
зоп С. С., Јоци. Аегопаш. 561., +7, 22 (1950). 

2) СигЕмап Н. 1, Сага! псг В. А., МАСА ТВ 981 (1950) 

з) В простейшем случае счетное устройство сводится к устрой- 
ству формирования управляющего сигиала д, зависящего от расеогла- 
сования а р системе, папример в виле четырехчленного аргумента 


а" 


управлелия 


ст 4 {= (0) йс, тде а, Б, г, Ч-- постоянные 


или функции времени. — Трам. перев, 
«У По крену. — При. перов. 
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цию Ё, (5). Выходом системы, характеризующей динамику 
самолета, является движение самолета по крену, В этой 
задаче мы встречаемся с последовательным соединением 
различных элементов полной системы, начиная от коман- 
ды но крсну и копчая движением крепа. Обозначим эту 
комапду (входной сигнал) по крепу через х(1), а угол 
крена самолета — через Ф(#). Изображения переменных 
по Лапласу связаны, в силу сказанного выше, соотноше- 
нием 


Ф) =) 2.92. (9Х 0). 


Поэтому лередаточная фуикция всей системы управяения 
движением самолета по крену равиа произведению 
Е) Р, (5), (8). Этот иример также иллюстрирует то обстоя- 
тельство, что передаточная функция в общем случае не 


хе—-[ во |4 0-4 но 4 Баз) БҮ) 


Фиг. 26 


является безразмерной величиной, ибо она пре, 
собой отпошение двух переменных различной размерности. 
Вход, т. е. команда по крену, представляет собой электри- 
ческое напряжение; выход же, т. е. угол крена самолета, 
имеет размерность угловой величины. 

Таким образом, в общем случае, если система состоит 
из отдельных элементов с передаточными функциями Р, ($, 
Е, ($),..., Е.(5),....Г, ($ с коэффициентами усиления 
К, Кя....К.....К„. причем эти элементы соединены 
последовательно (фиг. 26), передаточная фупкдия Ё (8) 
всей системы паходится как произведепие 


а Е (5) = Е, (8) Е, (5)... Г, (8)...Е, (8), (3.51) 


а коэффициент К усиления всей системы равен произве- 
дению 


К=К.Кь...К,. К, (3.52) 

Из равенства (3.51) видио, что передаточная функция 

Е (5) системы обладает всеми пулями и полюсами переда- 
точных функций составляющих элементов. Эти нули и 
полюсы совместно с коэффициентом усиления К, подечи- 
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тываемым по формуле (3.52), полностью определяют пере- 
даточную функцию Р (5). 

Частотпую характеристику системы можно записать 
в виде Р (ію) = 110%. Нели частотная характеристика 7-го 
элемеита имеет вид А, то, согласно (3.51), 


Ме8 = (Ао 6) (Ме). (И,09 ).. (Мен), 
Поэтому 
М = М, 18, -... 
НА... М, 
7 " 5 (3.53) 


604-04-00. 0, 0.0.49. 


Соотношения (3.58) выявляют причину, в силу кото- 
рой для построения диаграмм Боде выбрана логарифми- 
ческая шкала, Этот выбор шкалы облегчает работу по по- 
строению частотпых характеристик системы, сводящуюся 
в этом случае к простому суммированию ординаг харак- 


теристик составпых элемелтов системы. 


3.7. Трансцендентные передаточные функции. Метод 
преобразования Лапласа применим не только к задачам, 
определяемым обыкновепцыми личцейныхи дифференци- 
альными уравнениями с постоянными коэффипиентами 
при задапных начальных условиях, но также и к анпей- 
ным дифферсициальтям уравненыям в частных производ- 
ных 1).е коэффициентами, пе зависящими от времени &, 
и при граничпых условиях, включающих начальные усно- 
вия. қо /. В резульлате применения преобразования Лап- 
ласа ‘к исходному дифференииальному уравнению в част- 
ных производных в преобразоваипом уралненин зависи- 
мость от переменной # заменяется зависимостью от пара- 
метра 5. Это преобразованное уравнепие иредсғаваяет 
собой линейное дифференциальное уравненне по отноше- 
нию к оставшимся независимым персмепиым и может 
быть решено прл оставшихся граничных условиях. Конечно, 
методика, связаппая с решением такого үралнения, 


2) Сы, например, СпигсвЕ В. \.. Мойегп орогай юпа 
тейћойз № епріпесипу, Мех Уогк, 1944. 
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является гораздо более сложной, чем методика решения 
обыкновенных дифференциальных уравпеций, рассмотрен- 
ная в гл. 11). Но, с другой стороны, если рассматривать 
две какие-либо величины в решепии преобразованпого 
уравнения, то между ними существует линейная зависи- 
мость. Рассматривая. одно из них как вход, а другое — 
как выхол, заметим, чо отношение выхода ко входу 


о 
——ж и 


(=) 6 = 


Фиг. 27 


в этом случас продолжаел оставаться функцией пара- 
метра 5, которую можно принять за передаточную функ- 
цию Г(5). Злесь существует, однако, одпо различие: 
перелагочная функция уже не выражастся отпошением 
двух многочленов по степепям $. Она являстся в общем 
случае трансценденгной фупкцией от 5"). 

Изучая движение крыла в двумерном погоке3), Сирс 
исследовал влияние небольших вертикальных порывов 
ветра скорости о на обтекание аэродинамического профиля 
хорды с горизонтальным потоком, текущим © постояйной 
скоростью #7. Пусть о меняется сипусондально относи- 
тельло х (х - коордипата, отсчитываемая в торизонталь- 
ном направлении по потоку) п относительно # (фиг. 27), 
так чтбх 

. а 
ооа 00070) (3.54) 
х. м . - 

Здесъ а„- амплитуда. а ® — частота. Сире показал. что 
при таком закопе изменения скорости возмущающих 
1) Еслн уравиение в частвых производных зависит, помимо /, 
еще только от одиой независимой переменной (одночерная залача\, 
то преобразовантее урлвгение будет обыкновениым липейным диф- 
ференциальным упавлением отиосительно 5, — Прым, перев. 

2) К трансцепдсилоым персдагочным функциям приводят, в част- 
ности, задачи о системах, содержащих запаздывающие звенья. См, 
га, МПІ, а также |13, 29].. -Мрим. перев. 

2) Зеагз М. В., Јошт. Аегопаці. Ѕеї., 8, 104 (1941). 
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порывов ветра коэффициент С, подъемпой силы профиля 
{т. е. среднее значение подъемной силы профиля, прихо- 
дящесся на сдиницу сго площади и отнесенное к скоро- 


стному напору где р плотность воздуха, обте- 


кающего профиль) определяется соотношением 


С, = хао" (6), (3.55) 
причем 
(3.56) 
и 
в) Чо) К +) Ко (20) {3.57) 


Ка). К 


Функции Л.И, и Ко К, в соотношении (3.57) суть 
функции Бесселя первого рода и приведенные функции 
Бесселя второго рола соотвезственио. Поэтому, расемат- 
ризая изображение Х (5} входа как изображение входной 
функции 2(0, 7) и изображение У(5) выхода как изобра- 
жение выходной фунхции С,(#), мы получим для пере- 
даточпой фупкции А (5) выражение 


уб) _ 
Е, 


а для частотной характеристики Г (#5) -- выражение 


Е (о) 7 Ф (6). (3.58) 


Таким образом, частотная характеристика представляет 
собёй трансцендентную фупкцию. 

Примеһение таких понятий, как трансцендентная пере- 
даточная функлия и часготная характеристика, к задаче 
флаттера самолета было дано Дж. Дугунджи 1) 


1) Ошдипёјі 1, Зоцги. Аегопаш. 5сї., 19, 429 (1952). 


Глава М 


СИСТЕМЫ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 


В этой главе мы введем центральное понятие совре- 
мепной техники автоматического регулирования и стаби- 
лизации: понятие обратной связи. Мы введем это поня- 
тие, начав с рассмотрения простейших систем — липейных 
систем с постояниыми коэффициентами. Мы покажем, 
каким образом с помощью обратной связи достигается 
значительное повышение степени точности процессов регу- 
лирования и быстролы реакции системы на входной сиг- 
нал. Далее мы изложим принципы построения автомати- 
ческих систем с обратпой связЫо, обеспечивающие их 
устойчивость и оптимальную отработку. 


4.1. Понятие обратной связи. Рассмотрим задачу 
о регулировании угловой скоростя турбогенераторного 
агрегата. Осповная цел» регу лирования заключается в под- 
держапип значения у ҒЛОВОЙ СЕ орости в достаточной бли- 
зости к ес заданной величипе. Самый э, элемептарный под: 
ход к решению этой задачи состоит в использовании так 
называвмой разомкпутой системы регулирования, в кото- 
рой мы стремимся уравновесить вращающий момеит, разви- 
ваемый паровой БЕ рбипой, и момепт, потребляемый тене- 
ратором, т. е. момсит нагрузки. Такого уравповешивапия 
можно было бы достичь пузем замера момента нагрузки 
с последующим дросселированием пара в соответствии с ве- 
личиной этого момсита. Однако есть все осповация счн- 
тать, что такой метод уравновешивания не может быть 
совершенным: всегда будет оставаться некоторый неурав- 
новешенный момент (ошибка по моменту), который мы 
будем обозпачать через х(!). Этот остаточный момент 
будет сообщать ротору турбогенераторной установки пеко- 
торое угловое ускорение. Обозначив через у (#) отклоне- 
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ние угловой скорости этого ротора от ее требуемого зна- 
чения, через / -- момент инерции ротора и через с — коэф- 
фициепт демпфирования, обусловлеппый рассеиванием 
энергии, выпишем дифференциальное уравиепие движе- 
ния турбогенератора 1); 


14 сут ХО. (4.1) 


Блок-схема рассматриваемой нами системы предста- 
влена на фиг. 28. Легко видеть, что это уже известная 
нам система первого порядка, изученная в предыдущей 
главе, с постоянной времени, равной //с; отношение же 


—_— 
У(5) 


Фиг. 28 


установившегося значения отклонения скорости к оста- 
точному моменту (ошибке по моменту) равно 1/с. По 
так как вес ротора турбогеператорной установки очень 
велик, то { представляет собой очень большую величипу. 
Значение же коэффициента с демпфирования очень мало, 
так как потери в обмотке генератора невелики. Следо- 
вательшо, постоянная времени системы чрезвычайпо велика. 
А это означает, что всякое отклонение угловой скорости 
.0 ее пужпого значения будет практически иметь место 
"в течение длительного времени и устранспис отклонений 
будет связано с трудностями. Кроме того, при малых 
“отклопениях угловой скорости остаточный неуравновсцшен- 
ный момент будет неизбежно очень малым вследствие 
большой величипы коэффицяепта Совершенно очс- 


1) Это уравиечие спрапелливо, если момент Г инерции турбо- 
генератора, т. е, ротора турбо енераторной установки, ве меняется 
при взмевении угловой координаты = ротора. При Г=1 (<) пало 
всходить из уравнения 


тоа Р (ә) 


гле М, сумма моментов внешних сит, включая лемрфирование — 
Прим. перев. 
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видно, что такая система стабилизации угловой скорости 
турбогенератора практически бесполезна. 

Выясним теперь, как измепится качество стабилизации 
угловой скорости при переходе к так называемой замк- 
нутой системе регулирования. В замкнутой системе мы 
заставлясм управляющий вращающий момент, с помощью 
которого выравпивается угловая скорость турбогенератора, 
зависеть от стабил лизиру МОЙ переменной. Это означает 
переход к такой схеме регулирования, в которой откры 
тие заслонки (дросселя), регулирующей поступление пара 
на лопатки турбины, зависит не только от нагрузки, но 
также и от реличипы у олклонепия угловой скорости. 
Пусть эта вторая составляющая управляющего момента 
пропорциональна величиие у с коэффициентом пропорци- 
ональности А. Когда овая скорость превосходит ее 
стабилизпрусмое зпачепие (у > 0), то заслонка прикры- 
вается и лращающийї момент, вызывающий ускорениое вра- 
щение ротора, умельшается на величину 0. Когда угловая 
скорость падает по сравпепию с этим значением, вращаю- 
щий момепт увеличивается на величину бу. Таким образом, 
в замкпутой сисеме движение ротора описываелся диф- 
ферепциальным уравнеписм 


1 (с вуу= (0. (4.2) 


Единственное различие между (4.1) и (4.2) 
заключается в замене коэффлциелта с в ( 4.1) суммой с- Е 
в (4.9). Сленовательно, в этих условиях постоянная вре- 
мепи системы равна /;(с-- К), а отполение устаповивше- 
гося отклонения угловон скорости к остаточному моменту 
равно 14с-г ё). Поэтому переход к замкнутой системе 
регулировапия позволяет в зпачительпой мере уменьшить 
как постоянпую времени, так и ошибку по угловой скорости 
путем выбора параметра А гораздо большим, чем с, при- 
чем это оцспь легко осуществить, так как с мало. Бла- 
годаря этому имеется возможность разрабатывать замк- 
нутыс системы регулировация, предназначенные для точ- 
пого и быстрого регулирования и тем самым для боль- 
шого повышения качества переходных процессов. 

Блок-схему замкпутой системы можно представить 
в виде схемы, показанной на фиг. 29; при этом переда- 
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точная функция самого турбогенератора как объекта 
регулирования сохраняется в том же виде, в каком она 
изображена на фиг. 28. На фиг. 29 мы ввели одно услов- 
ное обозначение, прилятое в схемах систем с обратной 
связью: на схеме указаны знаки сложения и вычитания 
сигналов, поступающих на вход суммирующего звена 
(смесителя). Если пересечение двух лилий помечепо 


бъеситель 
„Стоте, 


кҮСх) 


Обзилиния связь 
Фиг. 29 


только точкой, то в э1ом пересеченян не происходит 
ни сложения, пи вычитания, Здесь данная величина 
только «измеряется». Так, отклопенис ў угловой ско- 
рости измеряется на выходе турбогенератора и используется 
для образования управляющего вращающего момента. Как 
следует из рассмотрения фиг. 29, замкнутая система харак- 
теризуется наличием цени обратпой связи. Поэтому всю 
систему в целом естествеипо называть системой автомати- 
ческого регулирования с обратной связью. 

В разобранном выше простом примере преимущество 
замкнутой системы над системой разомкнутой можно 
выявить путем срависния дифференциальных уравнений 
(471) и (4.2). В более же сложных системах удобно про- 
вести исследование лишь с привлечением метода перела- 
точной функции. Этот метод излагается в следующих 
разделах. 


4.2. Критерии для разработки систем с обратной 
связью. Рассмотрим общий случай системы автоматиче- 


ского регулирования с обратной связыо и с передаточ- 


ными фуикциями Р, ($) и 2.(5), подобными соответству- 
ющим передаточным функциям л схеме на фиг. 29. А, (5) 
называется передаточной функцией прямой цепи, а Л (3) — 


4. 2. Критерии для разработки систем с обратной связью 65 


передаточной функцией цепи обратной связи. В этих 
условиях изображение Х (5) входа связано с изображе- 
нием У ($) выхода соотношением 

У (8) == Ри (8) 1% (5) — Р. ($) У (8)]. 

Разрешив последиее соогношение относительно У (5), 

получим 
76) Е) 
Ая ГОО = 2209), 8 
где Р. (5) предсіавляст собой, таким образом, передаточ- 
ную функцию системы или, иначе, отношение изображе- 
ния выхода всей сислемы к ее входу. 

Для удобства дальнейших рассуждений в выражениях 
для передаточных функций целесообразно выделить в яв- 
ном виде коэффициенты усиления К, и К» в передаточных 
функциях Г, (5) и Г, (ѕ) соответственно. Таким образом, 
мы запишем 


Р, (5) == Кб, (5), | 

Е, (5) = К.0, (5). | 

Очевидно, чю функция С($) представляет собой без- 
размерную величину; размерность же передаточной функ- 
ции целиком вошла в коэффициент усиления К. Функ- 
ция С(5} заключает в себе все «сведения» о строслии 
передаточной фулкции; иными словами, 0($) определяет 
нули и полюсы передаточной функции. Во всех дальней» 
щих рассуждениях мы будем обычно рассматривать влия- 
ние передаточной функции на процессы в системе как 
результа двух отдельных воздействий: ВЛИЯНИЯ 
расположения ей и полюсов передаточной функции, 
т. с. влияния функции 0 (5), и влияния величины коэф- 
фициента усилеция К. Эго разделепие влияний величин К 
и С($) оправдывается еще и тем обстоятельством, что 
строение передаточной функции определяется строе- 
нием счетного устройства блока усилительныҳ и счетных 
звеньев впутри полной сисземы, характеризуемой функ- 
ци! ), а величина коэффициента усиления опреде- 
ляется усилительным устройством этого блока, Более 
того, при просктированни всей замкнутой системы авто- 
матического регулирования на величины К и 6($) можно 
влиять почти пезависимо. В силу этих обстоятельств 


5 Цикь-Сюэ-Съвь 


(4.4) 
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коэффициент К п функцию О (5) можно измепять, по су- 
ществу, порознь и рассматривать их также порознь. 
Используя соотношения (4.4), перепишем передаточ- 
ную фупкцию Р, (5) в виде 
у(в) ГР Куб (5) А 1 
као 


1+ Кб: 5) Ка 6) 1 аа. ЦЫ) 


Обозначим через Е (5) изображение по Лапласу рассогла- 
сования (ошибки) е(1) (3.11); тогда 
Ес) Хуу 1 1 


М У А101; 


В системах с простой обратпой связью, подобных 
системе, блок-схема которой изображена на фиг. 30, 


1 --^,0, ($). (4.6) 


ЕЕ 
Р(5)=К@ (5) 


Х(8) Үс) 


Фвг, 3% 


передаточная функция Ё, (6) цепи обратной связи сво- 
дится попросту к единице. Это означает, что для исполь- 
зования в системе управлепия с сбратпой слязыо выход- 
ная перементая только измеряется, но не подвергается 
преобразованию. В этом случае выражения (4.5) и (4.6) 
передаточных ф 


уикдий упрощаются: 


(4.7) 


(4.8) 


Первым требованием, предъявляемым к системе авто- 
матического регулирования, ил следящей системе, является 
Требование устойчивости. Это означает, что выходное 
движение #(#) системы пужно демифировать, за исклю- 
чением, быть может, тех случаев, когда выход должен 


4. 2. Критерии дая разработки систем с обратной связью 67 


изменяться в установившемся режиме по синусоидаль- 
ному закону. Возвращаясь к исследованию, проведенному 
нами в и, 2.4, отметим следующее: в математическом 
отношении условие устойчивости равносильно утвержде- 
нию о том, что функция Р,($) не должна иметь полюсов 
в правой полуплоскости 5, в которой вещественная часть 5 
положительна. В случае системы с простой обраткой 
связью из соотношения (4.8) следует, что полюсами фупк- 
ции ЁҒ, (5) являются нули функции 
1 1 
т. = КОК + 20+). (4.9) 
В системах с простой обратной связью полюсы функции 
Е, (5), в силу (4.7), служат нулями функции 
1 І А 
97+! (4.10) 
Отеюда мы получаем первый критерий, которому необ- 
ходимо удовлетворять при проектировании систем с обрат- 
ной связью: 

а) Функция |Р, (5), определяемая соотношениями 
(4.9) и (4.10), ке должна иметь нулей в правой полу- 
плоскости комплексной переменной $. 

Вторым требовапием, предъявляемым к системам авто- 
матического регулирования, или следящим системам, 
является быстрота реакции (отработки). Пусть 5, — полюс 
функции Е, (5). Тогда, вспоминая результаты исследова- 
кия, проведенного в п. 2.4, отметим, что выход системы 
содержит слагасмое, пропорциональное е, Таким обра- 
зом, быстрота реакции определястся величиной числа $,. 
Чем больше величина 5„ тем короче шкала времени и, 
следовательно, тем быстрее протекает реакция системы. 
В?результате мы приходим ко второму критерию проек- 
тировапия систем с обратной связью, формулируемому 
следующим образом: 

б) Все нули функции ЦР,($), определяемые соотно- 
шениями (4.9) и (4.10), должны быть в достаточной сте- 
пени удалены влево от мнимой оси на плоскости комплекс- 
ной переменной 51). 


1) Более строго этот критерий сформулирован Я. З, Цыпкиным 
и П. В. Бромбергом [30], впервые сго предложившими. —Прим. перев. 


5* 
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Если система с обратпой связыю предпазлачена для от- 
слеживания на выходе входпого сигнала, то выходная 
система должна (в устаповивщемся режиме, т. е. по ис- 
чезновении влияния переходного процесса) как можно 
точнее воспроизводить течение входной переменной системы. 
Поэтому для таких позициоиных систем имеет место тре- 
тье требование, заключающееся в том, ч1о отношепие 
Е (0);У(0) пзображепия устаповиышейся слиибьи к уста- 
повившемуся выходу должно быть возможно меньшим. 
Это требование можно выразить л виде условия, налага- 
емого па коэффициенты усиления передаточных функций 
(4.6) и (4.8). 

Таким образом, мы приходим к третьему критерию: 

в) В позиционных следящих системах для достиже- 
ния точности отработки в общем случае систем с обрат- 
ной связью (1.5) требуется выполнение условия 


ки Куо (4110) 


и в случае систем с простой обратной связью (4.7)-—ус- 
ловия 


К»1. (4.12) 


Требования (а), (6) и (в) представляю! собой критерии, 
которым необходимо удовлетворять при проектировании 
следящих систем. Па практике обычпо бывает трудно 
цойностыо удовлетворить условвям (6) п (в) в желаемой 
мере, и в общем случае приходится прибегать к комиро- 

- миссу, что мы рассмотрим подробнее в следующих разле- 


Зах. 


4.3. Метод Найквиста. Как е отмечалось выше, 
передаточные фупкции обычпо представяяют собой отио- 
шения двух миогочаенов по степеням 5. Поэтому кригс- 
рий (а), сформулироваииый в предыдущем разделе, вообще 
говоря, равносилен гребовапию отсутствия у мпоговлена 
корпей, имеющих вещественную положительную часть. 
Эту классическую задачу решил Э. Дж. Раус, получив 
так называемые неравенства Ра ‚ составленные цо опре- 
деленному способу с помощыо коэффициентов данного 
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многочлена 1). Однако инженеры, работающие п области 
регулирования, пеохогпо пользуются этим критерием из-за 
неясности характера изменения левых часзей неравенств 
Рауса при ленепип коэффипиентов многочлена 2). Инже- 
неры предпочитаюг метод исследования, основанный на 
непосредетвениом использовании передагочных функций, 
определяемых соотнощениями (4.9) и (4.10), без дополии- 
тельных преобразований. Это иредиочтелие обусловлива- 
ется тем, что упомянутые передаточные функции пепо- 
средствепно отражают все имеющиеся данные о рассма- 
триваемой системе и инженеры их ощущают «физически». 

Такой сиособ был разрабогап Г. Найквистом. Способ 
Найквиста основан па следующей теореме Коши об ана- 
литичесқой функини (8) комплексной персчениой 53). 

Если функция } (х) имеет п нулей и т полюсов внутри 
области, ограниченной замкнутым контуром С, то при 
одном обходе этого контура по направлонию движения 
часовой стрелки вектор } (5) совершит п— т оборотов 
вокруг начала координет также по направлению движе- 
ния васовой стрелки. 

Для примепевия эгой весьма сильной тсоремы к нашей 
задаче выберем коніүр С так, чгобы он охватывал всю 
правую часть плоскости комплексной переменной 5, В КО- 
торой будуг расположены ихли © вещественной положи- 
тельной частью. Такой коптур изображен на фиг. 31; он 
образован мнимой осью и полуокружностыо радиуса 
Б —> со, лежашей вправо от этой оси. Рассмотрим сперва 
более простой случай, а именно, систему с простой обрат- 
ной связью. С помошью соотношения (4.10) мы устако- 
вилӣ, что полюсы функции 1/^, (5) суть нули функции 
С($). Пусть функция С (5) имеет т нулей в правой полу- 
плоскости комплексной переменной 5. Тогда функция 


1) Эти нерзпенстиа, пазываемие обычно неравенствами Рауса- 
Гурвища, приводятся почти в любом курес теоретической механики 
и теории устойчивости и регулерования. Поклзательство необходи- 
мости и достаточности этих енств иместея в [31, 32] (индук- 
тивный метох) ив [3] (ле ї м010д).— Прим. перев. 

2) И тем более при пэетсион первичных парамстров системы. — 
Прим. перев. 

з) См., например, Уиттекер, Ватсоп, Курс современного 
анализа, М.—Л., 1983, 6.31. 
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1/Е, (5) имеет внутри контура С из полюсов. Поэтому для 
того, чтобы функция 1/7, (5) не имсла нулей в правой 
полуплоскости комплексной переменпой, пеобходимо, чтобы 
вектор 1/Ё, (5) совершил т: оборотов вокруг начала в на- 
правлении против вращения часовой стрелки при обходе 
холтура С, изображенного па фиг. 31, при А» =. Как 
легко видеть, обращаясь к соотлотекию (4.10), это тре- 
бование равносильно требованию о том, чтобы вектор 1/КО (5) 
совершил т оборотов прогив направления движения часо- 
вой сгреики вокруг точки — 15). 
Но так как коэффициент усиле- 
ния К представляет собой по- 
стояипую, последнее требование 
равносильно тому, чтобы век- 
тор 1/6(5} совершил т оборо- 
тов протия направления движе- 
лия часовой стрелки вокруг точ- 
ет ку --Қ. Само собой разумеется, 
переменный уто в тех случаях, когда функ- 
ция С (=) вовсе не имсет нулей 
в правой полуплоскости комп- 
лексной неремелной $, т.е. при 
т = 0, критерий устойчивости, сформулированный Пайквис- 
том, требует, чтобы вектор 1/0 (5] не совершал вокруг точ- 
ки — К ни одного оборота. 
Проиллюстрируем применение этого способа на приме- 

ре престой передаточной функции: 


Фиг. 31 


С1(5} 


Тода 1 (4.13) 


Рассмотрим прежде всего ту часть контура С, изображен- 
ного на фиг. 31, которая совпадает с мнимой осью; для 
этой части коктура С 


1 См, 1, 18, 20, 31]. Прим. перев. 
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При о =0, 1/0 (1) = Ю. Когда в —> со, 1/0 (бн) > —і со. 
Поэтому с возрастанием ® от 0 до оо абсолютная вели- 
чина вектора 1/0 (2%) возрастает, а его фазовый угол уве- 
личивается от т/2 до 19. При отрицательных значе- 
ниях ® траектория конца векзора 1/0 (йв) является просто 
отражением соответствующей трасктории для положи- 
тельтых є отпосительно вещеслвенной оси, что следуст из 


Фиг. 32 


свойства, выражасмого равенством (3.17). Таким образом, 
когда $ пробегает вдоль мнимой оси, конец вектора 1/6 (є) 
описывает кривую абОс, показанную па фиг. 32. 

Когда же точка з пробегает вдоль окружности доста- 
точно. большого радиуса, изображенной на фиг. 31, то 
1/06 {8} 8°. Следовательно, по мере перемещения точки 5 
в направлении вращения часовой стрелки от #02 до— {0 
вектор 1/С ($) будет поворачиваться также в этом напра- 
влении, но в три раза быстрее. Этот участок траектории 
конца вектора 1/0 (5), таким образом, определяется кривой, 
простирающейся от с до а на фиг. 32. Рассматривая тра- 
ектории, панссенные на этой фигуре, мы убеднмея, что 
если придать коэффициенту усиления К значение КІ, 
указанное на фигуре, то вектор 1/С($) в конечном 
счете не совершит пи одного оборота вокруг точки — Кі. 
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Так как функция С (5), определяемая равенством (4.18), 
не имеет нулей, то это обстоятельство озпачаст, что дан- 
ная система с обратной связью устойчива. Если же 
К = Кп, то вектор 1/0 ($) совершит около точки —-Ки два 
полных оборота. Поэтому при этом большем зпачелии К 
следящая система с обратной связыо будет неустойчива. 
Действительно, при этом значении К передаточиая функ- 
ция Р, (5) имеет два полюса с положительной веществен- 
ной частью. Грапичной точкой, соответствующей переходу 
от устойчивости к неустойчивости, является точка Б 
(фиг. 32). Зпачения К, соответствующие устойчивой си- 
стеме, должны лежать между началом и этой точкой. 

В общем случае следящей системы задача исследола- 
ния устойчивости этой системы слодится к выяспению 
вопроса о том, имеет ли фуккпия 17Р, (5), определяемая 
соотношением (4.9), хотя бы один нуль в правой пол 
плоскости комплексен переменной в. Пепосредствениое 
применение теоремы Коши к правой части (4.9) связано 
с определенными. неудобствами, так как при этом прихо- 
дится складывать два вектора: К, 0, (8) и К,0,(5). Обо- 
значим через т; и т, число пулей в правой полуплоско- 
сти комплексной переменной $ функций (, (5) и О,() 
соответственно. а через лу и й, — число полюсов функций 
©, (5) и 0,(5) в этой же области. Очевидно, что число 
полюсов функции !/ЁР.(5) в правой полуплоскости $ равно 
т, -п,. Разделим теперь 1/Р,(5} па К,0,(5); частное, по- 
лученное в результате этого деления, будет иметь т 
полюсов и п, нулей. Но может оказаться, что некоторые 
из нулей совпадут с некоторыми из полюсов и в этом 
случае соответствующие нули и полюсы сократятся, Обо- 
знайим через 2 число исчезнувших таким образом нулей 
и полюсов. Упомянутое же частное равло 


1 
С лад ата) (М) 
Число полюсов функции 1/Р, (5) К.С, (5) в правой поз 
плоскости комплексной переменной з равно числу полю- 
сов функции 11К.К,С, ($) 6.($) и равно, таким образом, 
т, 4- ть. Предположим теперь, что функция 1/7. (5) не 
имеет нулей в правой полуплоскости комплексной пере- 
менной з, т. е. что система с обратной связью устойчива. 
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Для этого случая чиело нулей и полюсов различных 
функций указано в табл. 2. Отсюда легко сделать вывод, 
что п, — я == 0 в что фулкция ПЕ. ($) Куб, (5) также пе имеет 
нулей в правой полуплоскости з. 


Таблица 2 


то (0 плоскости 


инной У 


Функция 


96 
6: (5) 
И) 

ие, (5 


ин: + =њ + ть 


Следовательно, при обходе контура С. изображенного 
ва фиг. 31, вектор 1/Е,(5) К.б,($) должен совершить 
— (ту + т,) оборотов по часовой стрелке вокруг пачала. 
Обращаясь же к равенству (4.14), установим, что это 
условие устойчивости равносильно следующему: вектор 
УК К»С: ($) 0,(5) должен совершить, при обходе контура 
С, т, т, оборотов против часовой стрелки около точ- 
ки --1. Иначе говоря, вектор 1/6, (5) 6,($) должен со- 
вершить т;:|- т, оборотов против часовой стрелки около 
точки --(К,К,). В этом и закаючаегся критерий Найкви- 
ста для устойчивости системы автоматического регулиро- 
вания (сисіемы с обратной связью) общего типа. 

Существенной частью контура интегрирования, исполь: 
зуемого в теории Найквиста, служит мнимая ось. где 
= {ю, что паглядло показано в только что разобранном 
примере (фиг. 32). Поэтому для нселедогапия вопроса об 
устойчивости системы можно пепосредственио исходить из 
частотных характеристик прямой цели и цепи обратной свя- 
зи. Так как частотные характеристики составпых звеньев 
системы часто паходятся экспериментальным. путем, то ме- 
тод, позволяющий непосредственно использовать экспери- 
ментальные данные, обладает определенным преимуществом. 
Именно в этом заключастся достоинство способа Найкви- 
ста. Издосгаток же этого способа связан с неясностью 
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в отношении степени (запаса) устойчивости при пользова- 
нии им. Иными словами, если система устойчива, то в 
какой мере она демпфирована? Для ответа на этот во- 
прос мы можем изменить рассмотрециый критерий и потре- 
бовать, чтобы функция 1/А, (5) не имела нулей правее 
некоторой прямой, параллельной мпимой оси па плоскости 
комплексной переменной $ и расположенной влево от этой 
оси"). Минимальная величина демпфирования определяет- 
ся расстоянием — между такой прямой и миимой осыо. 
При этом можно опять пользоваться критерием Найкви- 
ста, должным образом изменив коптур С, вдоль которого 
перемещается точка 5. и количество нулей т, пи И ть, 
содержащихся в соответствующих передаточных функциях, 
Однако для фактического применения критерия Найквиста 
В данной задаче необходимо располагать зпачепиями пере- 
даточных функций пе при з= ѓо, а при $ ЕЮ. А в 
этих условиях уже нельзя непосредственно использовать 
частотные характеристики звсиъев системы и, таким обра- 
зом, способ Пайквиста теряет здесь свою главную цен- 
ность. В этом отношении гораздо лучше метод, разра- 
ботанный У. Р. Ивэнсом ?), который мы рассмотрим в сл 
дующем пуикте. 


4.4, Метод Ивэнса. Начнем наше исследование со 
случая системы автоматического регулирования с простой 
обратной связью. В такой системе основная задача сво- 
дится к нахождепию корней уравнения 


М. А 1 
д == Те (4.15) 


при Эаданной функции С (5). Метод Ивэпса заключается 
в определении этих корней в функции коэффициента уси- 
ления К и называется поэтому методом теометрического 
места корней. Коль скоро найдена эта зависимость кор- 
ней от А, то всякое сочетапие корпей определяет соот- 
ветствующее значение К. Таким образом, этот метод при- 
зодит к гораздо более широким результатам по сравнению 
< обеспечением только требования (а) п. 4.2 и доставляет 


1) См, примечалие ва стр. 67.—Прим. ред. 
3) Еуанз №. В., Тгапчаснол оР 1ће Атепісап Јаѕійнне оѓ ЕЈе- 
сылка! Епріпсег, 67, 547—251 (1948). 
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фактическое решение задачи проектирования систем с об- 
ратной связью на основе всех трех требований, выдви- 
нутых в этом пункте. 
Определим строение функции С (5) с помошью ес нулей 
Ре р --- ‚Ри К полюсов 9,, 4, ...› 49» Учитывая опре- 
деление коэффициента усиления, доставляемое равепства- 
ми (3.16), (3.21) и (3.23), напишем 
(8—01) {8 — ла)... (5-р 


б(9) = А > 


у) вы" (4.16) 


тде 
р. 1—9) (=). С) 
Р) (р)... (Ра) 
Для рсальпых систем коэффициенты многочленов, вхо- 
дящих в числитель в знаменатель выражения для функции 


О (5), ь веществешые числа. Поэтому для таких систем 
нули р, ..,р„ являются вещественными числами или обра- 
зуют комплексные сопряженные пары чисел. Подобным же 
образом и полюсы 91, ..., 9, представляют собой веществен- 


ные или попарно сопряжепные комплексные числа, Значит, 
и коэффициент Л всегда будет вещественным. В прикладных 
задачах исходные параметры или переменные системы оп- 
ределяются таким образом, чтобы вещественная величина 
А была, кроме того, и положительной. Поэтому в дальней- 
шем мы будем считать А вещественным положительным 
числом. В общем случае стелепь знаменателя фуикции 0 (5) 
равна степени числителя или превосходит ее, т. е. п >т. 

Выразим каждый сомножитель числителя и знаменателя 
правой части;(4.16) в векторной форме: 


8—0, = Рет, 

Бера Рат (4.17) 
2р Р, бтп, у 

ие 

0—4 06%, ИИ 
5—9. = Че. 


вектор Р,еіе имеет началом точку р,, а концом — точку 5. 
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Вектор 0,6" имеет началом точку 4», а копцом — 
точку 5 (з — текущая точка па плоскости комплексной пе- 
ременной 5). Используя равеиства (4.17) и (4.18), запишем 
С (5$) в виде 


РЕ 


А ба 
А бету (п А) ані) (4.19) 
(Ое 1) (Оле 2)... (Ое т) 


Так как А- нешесгвеџное положительное число, то 
можно написать вместо (4.19) 


6 


0(5) = Ке", (4.20) 

где 
Е (4.21) 

и 
= 0). (4.22) 


Так как величины Р,, ..., Р.и 0, ..., ©, суть модули 
векторов, определяемых равенствами (4.17) н (4.18). то 
они положительня. Поэтому положительной является 
и величниа Ю. С помощыюо новых величии осповное урав- 
нение, определяющее кории обратлой нередатотной фуик- 
ции системы (4.15), преобразхется к виду 

2219 

КА 
Поэтому, чтобы удовлетворить этому уравнению, пеобхо- 
димо обеспечить выполнение соотношений 


КВ=! (4.23) 


9= + =. (4.24) 


Метод Ивэпса содержит два этапа: первый этап заклю- 
чается в определснин всех значений независимой перемен- 
ной $, удовлетворякицих условию (4.24), наложенпому на 
аргумент комплекспой перемегной 0 (5). Далее, зная такое 
геометрическое место корней, мы можем подсчитать с ио- 
мощью (4.23) № и лем самым К вдоль всего этого геоме- 
трического места. Ивэпе разработал несколько полезных 
правил для постросния геометрического места корпей, 
к изложению которых мы и перейдем. 
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Правило 1. Так как, в силу урағпепия (4.15), при 
К=0 @(5) се, то нули фупкнин 1/2, ($) являются по- 
люсами функции О (5). Это означает, что геометрическое 
место корней начинаелея в полюсах функции С(з). 
Полюсы 6(5) мы будем отмечать точками па плоскости 
комплекспой переменной з. 

Правило 2. Так как при К» со 0 (5) 0, то при 
К->о> геометрическое место корней проходит через нули 
функции 0 (5). Эти пули мы будем о1лмечать маленькими 
кружками ва плоскости комвлексиой переменной з. При 
п> т число пулей функции С(5) меньше числа пулей 
функции 1/7. (5), Но в этом случае 0 (8) —=0 при 
5 => с. Поэтому недостающим пулям соответствует зна- 
чение 5== оо. Далее, при достаточно больших 5 


65) > 
Поэтому при таких значениях $ уравпепие (4.15) можно 
заменить приближенным ур впением 

5" а — КА, 


Таким образом опрелеляюнся фазовые углы асимптот 
геометрического места корией: 


пт 


, (4.25) 


Правило 3. Па пешоственлой оси геометрическое 
место корней предетавляст собой последовательпость 
сегментов, соединяющих пуши и полюсы функшн 6 ($), 
расположенные па этой оси. Началом геометрического 
ней на вещественной оси служит пуль, распо» 
ложеппый правее всех остальных. 

В справедливости этого правила легко убедиться, 
рассматривая произвольную точку 5 па вещественной 
оси: углы между направлениями, проведсиными в эту 
точку из двух сопряженных пулей или полюсов, п вещест- 
венной осью равны -; 2 и—-? или би —0 соот ветствеино. 
Таким образом, сумма каждой из этих пар углов равиа 
нулю. Угол же между направлением, проведенным в эту 
точку из какого-либо нуля или полюса па вещественной 
оси, и самой вещественной осью равен нулю для всех 
полюсов или нулей, лежащих влево от рассматриваемой 
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точки $, и равен х для всех нулей или полюсов, лежа- 
щих вправо от з. Таким образом, соответствующая сумма 
равна п, если вправо от точки находится нсчетпое число 
полюсов и нулей функции С (8). 

Правило 4. Если геометрическое место корней от- 
клоняется от вещественной оси, то положение точки, 
в которой геометрическое место отходиг от этой оси, 
можно оценить из того условия, что при малом отклопе- 
нии Аш от вещественной оси приращение угла ), обуслов- 
лепное влиянием полюсов и нулей фупкции С (5), распо- 
ложенных на оси влево от искомой точки, должно унич- 
тожаться приращепием этого же угла, обусловленным 
влиянием полюсов и пулей функции С (5), расположенных 
вправо от этой точки. 

Пример. Рассмотрим передаточную функцию 


(0,001) (2) (6) 5 
(50,000 (8+2) (6+6) ` 


При К = 0 геометрическое место корней исходит нз точек 
_ то, 001, —2 и —6, ложащих на вещественной оси, От- 
резки геометрического места лежат между точками 
— 0,001 и — 2 и между - би – оо. Здесь м= 0, п= 3. 
Поэтому, в силу (4.25), фазовые углы асимптот равны 
+ 9/3, — =, 


(4.26) 


6()= 


ИЛИ 
1+2 6) + (0, + 0,0010.56)-+-0,--0,0000.-+2=0. 
Отсюда %, определяется квадратным уравпепием 

3\2 4- 16,0025, + 12,008 = 0, 


е. 16.02 роу аза 12087 — — 0904. 


СТЫ 5. Положение точки, в которой геомет- 
рическое место корней пересекает мнимую ось при пере- 


1) Имеется в виду угол, определенный в правиле 3. — Прим, 
перев. 
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ходе в правую полуплоскость комплексной переменной з, 
часто можно оценить, пренебрегая малым по абсолютной 
величипе полюсом функции С (5). 

Пример. Рассмотрим опять передаточную функцию 
(4.26). На значительном удалении от начала ее можно 


-__ (0,0012 (2266) 
(ЕО Е) 5+6) 


а0)= 


Фит. 33 


с очень хорошей точностью зппроксимировать функцией 
а 09.001) 0) (6) 
24$) = ој" 
Тогда 6, = =/2 (фиг. 33) и, следовательно, условие (4.24) 
сводится к равенству 


т 
0= „0-2 
или 
Б т 
о. 
Но, рассматривая график на фиг. 33, мы замечаем, что 
= Е л 
Па 150, 
откуда следует 
в 3. 


Последиее равенство и представляет собой условие для 
определения точки {/ пересечения, 
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Правило 6. Нанравлелие касательной к геометри- 
ческому месту корней при выходе его из какого-либо 
полюса (или при подходе его к какому-либо нулю) не- 
трудно определить путем подсчета угла между этой каса- 
тельной в данном полюсе (или нуле) и вещественной осью. 


| 


9, 


| 
| 
(А |8 9 


9, 
В, ІА р 9 А 
9, 
4 
Фиг. 34 


При таком подсчете используются зависимосги между 
фазовыми углами для всех пулей и полюсов !), расноло- 
женных, по условию, в левой полуплоскости комплексной 
переменной 8. 

Пример. Па фиг. 34 изображено геометрическое 
место корпей передаточной фупкции 0 (5), имеощей два 
нуля и два полюса на вещественной оси и одпу пару 
комплексных сопряженных полюсов. При достаточно ма- 
лом удалепии точки = ог полюса 9; углы чу. Ф, В, В, и0,, 
щие остальным нулям и полюсам, останутся 
и. Таким образом, в силу (4.24), угол 8, най- 
дется из уравпения 

(еа) е 0 00) 0] = 

Пе слепиые правила определяют основные свойства 

геометрического места корней. Это геометрическое место 


вне нулей и полюсов функции С (5) находится с помощью 
построения по точкам, после чего можпо определить ха- 


1) См. (4.2). —Лрия. перев. 
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рактер изменения К здоль построепной таким образом 
кривой. После того как желаемое расположепие корней 
уравления 1/^, (5) = 0 выбрано, паходится соответствую- 
щее значение К. 

Тем самым завершается процесс синтеза системы с об- 
ратной связью *). 


4.5. Гидродинамическая аналогия метода геометри 
ческого места корней. Сочетая соотисмения (4.15) и (4.16), 
получаем 


КА. 


(6-1) (5— Ра)... (5 — ры) 


Логарифмируя обе части этого равенсзва и деля ре- 
зультат на 27, приходим к соотношению 


5 (8 --;) >- 


009-3 У ш) 


ақа Є >. (4.97) 


Соотношение (4.27) можпо физическа истолковать раз- 
личными способами. Чрезвычайпо паглядпый способ истол- 
кования состоит в том, чтобы рассматривать функцаю 
И (5) в качестве комплексного потенциала скоростей 
плоского безвихревого течения идеальной песжимаемой 
жидкости *)3). Обозначим через $ (}, ш) и Ф (А, єю) потен- 
циальную функцию и фупкцию тока данлого течения со- 
ответственло^.Тогда 


0 (5) =30, в) 


(., в), (4.28) 


где == -Ь ёв. В таком случае соотнотетие (4.27), рас- 
сматриваемос как уравпепие геометрического места кор- 


1) Слелуст указать, что процессом синтеза, вообще говоря 
называется злачилельно более сложная операция, ем. |5, 9, 16].— 
Прим. ред. 

2у См., например, 5ігееіег У. №. Рша бупатіс, Меж 
Үогк, 1948. 

2) См, также (34, 35. — Прим. перев. 


6 цань.Сюз- Сань 
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ней для передаточной функции 1/Р, (5), можно истолко- 
вать, как уравнение линий, вдоль которых функция тока 
ф сохраняет постоянное зпачепие, равиое 1/2. Пользуясь 
языком гидромеханнки, Можно сказать, что геометриче- 
ское место корней состоит, таким образом, из ветвей 
линий тока, соответствующих постоянной, равной 1/2. 
Что касается потенциальной функция, то она испытывает 
изменение вдоль линий тока и равна 


Іа КА. 


} 


Соотношение (4.27) означает, что даниое течение воз- 
никло под действием и источников единичной интенсив- 
ности, расположенных в точках 9, 9, ...,9,, И т стоков, 
также единичной интепсивпости, расположенных в точках 
ру Рь .-., Ра: На наших графиках, иллюстрирующих 
распределепие нулей и полюсов на плоскости комплекс- 
ной переменной 5, источники помечены точками, а сто- 
ки кружочками. Такое истолкование сразу позволяет 
«физически ощутить» смысл геометрического места корней, 
примеры которого графически изображены на фиг. 33 и 34. 

Гидродинамическая аналогия чень полезна также 
и для выявления изменений, которые целесообразно внести 
в цепь обратпой связи системы для повышения качества 
системы. Пусть, например, система определяется переда- 
точной функцией 


еу. 191 <141. 


Недостаток этой системы заключается в том, что опа 
неустойчива в замкнутом режиме при весьма низких 
значениях коэффициента усиления К и потому не может 
удовлетворить требованию (в) п. 4.2. Геомстрическое 
место корпей для этой системы подобно геометриче- 
скому месту, изображенному па фиг. 33. Прибегая к 
гидродипамической аналогии, мы немедленно обнаружим, 
что точку С пересечения геометрического места с мни- 
мой осью можно переместить вверх, сдвинув влево 
часть линии тока в окрестности точки И; для этого 
достаточно ввести сток р, вблизи полюса 91 н источник 
9, вблизи полюса 9,. Измененная таким образом переда- 
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точная функция будет иметь вид 
69=% 8—20) бр У 
9 Ре (5—9) 5 (8—9) (8—4) 
а соответствующее геометрическое место корней изобра- 
жено на фиг. 35. Так как [р.|< 19.1, то дополнительная 
передаточная фупкция, которая на блок-схеме измененной 


Измененная. 
‘кривая 


Фиг. 35 


системы подключается последовательно к исходной пере. 
даточной функции, должна определять фазооперсжающий 
контур, Подобный контуру, рассмотрепному в п. 3.3 
и характеризуемому персдаточной функцией (3.27). 
Гидродинамическая аналогия способствует также вы- 
явлению возможностей повышения быстродействия систе- 
мы, ‘медленно рсагирующей на входное воздействие, путем 
вцесепия необходимых изменений в цепь обратиой связи. 
В силу критерия (б) п. 4.2 для быстрой отработки 
системы необходимо, чтобы вещественная часть корней 
характеристического уравнения была достаточно большой 
по абсолютной величиие. Рассмотрим для простоты линей- 
ную механическую систему первого порядка, характери- 
зуемую малым по абсолютной величине полюсом 4, пере- 
даточной функции, лежащим на вещественной оси. Если 


6» 
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к такой системе последовательно подключить сильно демп- 
фированвый электрический коптур, характеризуемый боль- 
шим по абсолютной величине полюсом 9, его передаточ- 
ной функции, кже лежащим па отрицательной веще- 
ствепной полуоси, то качество переходного процесса на 
выходе системы не улучнится, так как в ней попрежпему 
останется малый го абсолютной величине полюс 9.. За 
кнем в этом случае систему с помощыо цепи обратной 
связи. Обращаясь к линиям тока, т. с. к гсометрическому 
месту корней, мы замечаем, чго с увеличепием коэффи- 
циепта усилепия К меньший по абсолютной величине 
корень 9, характеристического уравнения смещается влево 
в направлении кория 9,, большего по абсолютной всли- 
чине. Поэтому путем подходящего выбора коэффициента 
К можно увеличить абсолютную величилу этих корней 
так, чтобы они лежали гораздо левес первоначального 
положения корня 4, И тем самым резко увеличить 
быстроту реакции системы. 

Метод теометрического места корней можно применить 
также и к системам автоматического регулирования е об- 
ратной связью общего вида. В этом случае дело сводится 
к построенню геометрического места корией уравиения 
ЏЕ, (5) = 0, где функция ИЕ. (5) =1+ 1100 (5) оцредс- 
ляется соотношепием (4.15). Таким образом, геометри- 
ческое место корней определяется условием 


| = – К,0, (3). 


К (9) — 
Так как корпи уравлепия (4.15) отличпы от нулей 
функции- С, ($), то можно разделить обе части последиего 
равенства на 0, (5)/К;, в результате чего будем иметь 


. КК. (4.29) 


6, (9655) ^ 
Введя обозначения 
С®=(, ©) 0, ($), 
К=К,Кь 


и сравнив уравиения (4.29) и (4.15), мы обнаружим, что 
задача построения геометрического места корией для си- 
стемы автоматического регулирования с произвольной 
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структурой цепи обратной связи свелась к аналогичной 
задаче для системы автоматического регулирования ‘с про- 
стой обратной связыо, т. е. к только что разобранной 
задаче. Действительно, выполпениое в п. 4.3 попробное 
исследование, касающееся применсния способа Найквиста 
к системе автоматического регулирования с обратпой 
связью общего вида, показывает, что метод ириведения, 
определяемый соотношениями (4.30), пригодеи и в этой 
задаче, Следовательно, с учетом соотпошенлй приведения 
(4.30) исчезает какое-либо различие между системами 
автоматического регулирования с простой обратной связью 
чами с обратной связыо общего вила в той мере, 
это касастся обесисчения качесгва регулирова- 
ния, характеризуемого критериями (а), (6) и (в), уста- 
ловлепными в разделе 4.2. И только в задачах, связан- 
ных с обеспечением определенных количественных законо- 
мерностей в системах с обратной связыю, необходимо 
должным образом учитывать различие между строением 
передаточных фупкций Р, (=), характеризуемых пыраже- 
пиями (4.3), с одной стороны, и (4.7)—с другой, 


4.6. Метод Боде. В точке И на фиг. 33 и 35, в кото- 
рой геометрическое место корней пересекает мнимую ось 
при переходе в правую полуплоскость комплексной перс 
мениой 5, корень, по определепию, является чисто мнимой 
величиной; обозначим ее черсз ѓо*. Лругими словами, 
уравнение (4.15) удовастворяется при 8 = іо®, т. е. 

КО (9%) = Р (ату 1 1-е", 

Поэтоу критическое состояние системы в смысле пе- 
рехода от устойчивости к пеустойчивости имеет место пр» 
том условии. что амилитуда М частотной характеристики 
равна сдинице и в то же время фазовый угол 6 этой 
характеристики равен — =. то условие для критического 
состояния можно вывести также и из критерия Пайквиста, 
согласно которому критическое состояние системы опреде- 
ляется прохождением характеристики 1#Р (ѓе) через точку 
11). В самом деле, обращаясь к типовому примеру 


1) По критерию Рауса—Гурвила это критическое состояние 
системы определястся обращением в нуль предпоследнего определи“ 
теля Гурвица, — Прим. перев, 
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частотной характеристики, каким является характеристика 
на фиг. 32, мы заключаем, что для устойчивости системы 
эта характеристика должна охватывать точку — 1. Так как 
абсолютная величина функции 1/2 (10) в общем случае воз- 
растает с ростом о, то охват этой характеристикой точки 
— 1 можно обеспечить, сделав абсолютную величину функ- 
ции 1/Р(ю) болышей единицы при том значении в, при 
котором фазовый угол (аргумент) комплексной величины 
1/Е (іє) равен т. Последнее требовалие равносильно тре- 
бованию о том, чтобы число М было меньше единицы 
при 8= —=. Иначе говоря, величина 9 должпа быть 
больше, чем —-т, при М = 1. Это условие устойчивости 
лежит в основе метода Боде; значение частоты, при кото- 
рой амплитула М частотной характеристики равна единице, 
называется частотой среза, а разность между 9 и — жє 
называется избытком фазы (запасом по фазе). В этих тер- 
минах критерий усгойчивости Боде требует, чтобы при 
частоте среза избыток фазы составлял от 30° до 50°. На 
логарифмической амилитудно-часл тотной характеристике 
частота среза равна частоте, при которой М =0, и это 
обстоятельство позволяет легко применять критерий 
Боде. І 
Метод Боде аналогичен методу Найквиста в том отно- 
шении, что он допускаст непосредственное использование 
частотных характеристик. Однако наряду с этим преиму- 
ществом метода Боде, связанным с его простотой, послед- 
ний обладает по сравнению с методом Ивэпса тем недо- 
статком, что с его помощью не представляется возмож- 
ным определить степень устойчивости. Р. М. Осборн 1) 
предпринял попытку улучшить в этом отношенни метод 
Боде и.получил полуэмлирическую формулу для подсчета 
коэффициента & демпфирования, соответствующего наи- 
большему критическому корию: 


(4.31) 


Здесь а — избыток фазы при частоте среза, и? -- наклон 
логарифмической амплитудно-частотной характеристики 


1) Осборн Р, М., Доклад, прочитанный на летней сессии 
Института инженеров-радистов (ЌЕ), Сан-Франциско, август 1949. 
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(Е М в функции ©) при частоте среза. При этом единица 
измерения времени для $ та же, что и для ®. Так, если 
= 30°, а т= 1,7, то 6 = 1((2Х 1,7} =0,3. 


4.7. Вопросы синтеза передаточной функции. Различ- 
ные методы исследования устойчивости систем автомати- 
ческого регулирования (систем с обратной связью), рас- 
смотренные в предыдущих пунктах, являются главным 
образом методами анализа. Частично они представляют 
собой и методы сиитеза, т. е. методы построепия переда- 
точиой функции, по лишь в той мерс, в которой они 
предоставляют возможность установить диапазон возмож- 
ных зпачений коэффициента усиления К. Конечно, ука- 
зания о возможных изменениях строспия передаточной 
функции, позволяющих улучшить качество переходных 
процессов в системе, можно получить как с помощью 
метода анализа, так и с помощью метода синтеза. Это 
в особенности относится к методу геометрического места 
хорней. Однако осуществление выясненных таким обра- 
зом желаемых изменений в передаточной функции путем 
соответственных измсисний физических звеньев системы 
зависит главиым образом от инженерного искусства в об- 
ласти систем автоматического регулирования. 

Общее решение этой задачи синтеза известно только 
в одном отношении — в отношении синтеза электрической 
цепи, состоящей из активных сопротивлений и емкостей, 
т. е. цепи типа АС, по заданным кулям и полюсам пере- 
даточной функции такой цепи. Так как подобные цепи 
обладают бӧяьшой гибкостью и очень часто используются 
для компенсации передаточных функций других элементов 
В системе. и так как требуемые изменения передаточной 
функции часто можно свести к заданию дополнительных 
нулей и полюсов, то наличие этого общего решения задачи 
синтеза передаточной функции представляется весьма 
важным. В решение этой задачи важный вклад внесли 
Э. А. Гильемен!) и Л. Вейнберг *)з). Мы не будем здесь 


1905 20 Петіа Е. А. Јошт. Ма. апа Роуз, 28, 22-44 
(1949). 

3 Меіпђегр Г., Јошт. Арр!. Рћув., 24, 207-216 (1953). 

з) Подробное изложепие этих работ имеется в сборнике [32}, 
гл. \.-_ Прим. перев, 
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углубляться в рассмотрение данного вопроса, а только 
подчеркпем имсющуюся возможность физически осуще- 
ствлять цепи типа ВС, обладающие очень сложными свой- 
ствами. 


4.8. Многоконтурные системы автоматического реғу- 
лирования. До сих пор мы изучали только одноконтур- 
ные системы автоматического регулирования. В инженер- 
ной практике часго приходится прибегать к более слож- 
ным системам. Так, например, на фиг. 36 изображена 


Я п аа: 
ә 88 = МН ане тене. 
Р, (5)- ЦВ 
- = 
Мате 
| унт 


й090———— 
Фиг. 36 


блок-схема типичной системы !) автоматического управле- 
ния вращательным движением самолета около одной из осей. 
Впутренняя цеп» представляет собой так называемую 
внутрениою обратную связь по движению руля или жест- 
кую обђатную связь. При разомкнутой внутренпей цепи 
мы возвращаемся к обычной системе управления с обрат- 
ной связыо, так что имеет место соотношение 


Е Е 
РТР 950 (682) 


Если же замкнуты обе цепи, то 
А(5) = Е, (5) [Х (9 — № (8) — А, (8) У (5)] 


У ($) = Р, ($) А (5). 


1) Вескег 1. Аегопаші, Епа. Кеу. Зерйетьег 1951, р. 17. 
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Поэтому 
А (5) _ Р.(9) 
Хх) ПЕРИЯТЕНУРИЯ Рыб А 
и 
У ___ Ру) Е _ _ Е 
Хх) ТЗ, $) + Е, (0) Е. (9) зв) ^ 030) 


Следовательно, устойчивость и характер реакции системы 
управления зависят от значепий нулей функции 


1--ВЕ, (8) А, (8) Ра (5) Р (5). 
Одно из затруднений, возникающих при разработке 


хорошей системы управления, заключается в нсобходи- 
мости одновременного обеспечения точпости управления 


Тегулитор 
разомннутой 


Последовательно Непзменкемал) 
включенный. часть Үз) 
регулятор систе 
Б,03) В) 


Параллели 
аниюченный 
ревулятор 


623) 


Фиг. 37 


и тем самым высокого коэффициента усиления Ки до- 
статочного быстродействия вместе с удовлетворительным 
демпфированием. Это обстоятельство привело к идее соче- 
тания систем замкнутого цикла с системами разомкиутого 
пикла, предложенной Дж. Р. Муром?) 2), Для хяснения 
этой идеи рассмотрим систему, схематически представлен- 
ную на фиг. 37; в этой системе осуществлено параллельное 
соединение замкнутой системы и разомкнутой системы. 


1) Мооге Ј. В., Ргое. ВЕ, 39, 1421—1432 (19513. 
2) См. также [36 
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Исходя из схемы фиг. 37,. получим 


Ра (8) Х (8) = У, ($) } 
и $ (4.35) 

Ү(5) = Е, (5) (У (ЗЕ, (5) 1А (9 — Р, (9 У (9). ) 
Исключив У, (5) из уравнений” последней системы и разре- 
шив полученное уравнение отпосительно У (5), будем иметь 

У (5) Р (5) Ра (8) Р, (5) Р (5) (4.36) 

Х (8) Ро (5) Ра (5) Ёа (5) А 
Таким образом, устойчивость и быстрота реакции системы 
зависят от нулей функции 1+ А, (5) Р ($) А, ($). 

Так как функция Е,(5) фиксирована, то задача синтеза 
заключается в разыскании подходящих передаточных функ- 
ций Ё,(5) и 2. (5). Действительное течение выхода систе- 
мы, в особенности величипа установиршейся ошибки, 
зависит от иерсдаточиой фупкции Ё, (5) регулятора разом- 
кнутой цепи. Поэтому цепь обратной. связи предлазиачена 
главным образом для обеспечения устойчивости системы 
и должного качества перехоллых процессов, тогда как 
устанозившпеся (или «сиихронизирующие») значения пе- 
ременных определяются в значительной мере де ствием 
разомкиутой части системы. 

Если система предназначена для одновременного регу- 
лирования нескольких переменных, которые к тому же 
связаны между собой, как это имеет место, папрамер, 
в паровой машине, то схема системы состоит из большого 
числа замкнутых контуров со сложными линиями обратных 
связей !). „Примером наиболее сложной системы такого 
типа служит, вероятно, система автоматического управ- 
ления сахолетом‘). Хотя исследование такой системы 
и подчцияется тем же принципам, па основании которых 
выполняётся исследование более простых систем автомати- 
ческого регулирования, изложенное в этой главе, однако 
анализ столь сложной системы практически невыполним 
без использования электронных моделей. Но в этом 
и заключается единственный путь технического развития, 
состоящего в процессе перехода от принципов к практи- 
ческому осуществлению. 


2) См., например, Наппу Ј., Кецеїипдз ћеогіе, Фамев, 1946. 
2) Кеа Ј., Аегопаші, Евы. Кеу., Моуепрег 1951, р. 139. 


Глава У 


АВТОНОМНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ. 


Для сложных систем с несколькими регулируемыми 
переменными и при наличии взаимодействия между этими 
регулируемыми переменпыми в общем случае требуется 
добавить новый крит 1, которому такая система долж- 
на удовлетворять: критерий автономтости 3). Например, 
состояние турберзактивного двигателя с дожиганием опре- 
деляется следующими переменными: новой скоростью 
турбокомпрессорного агрегата, количеством топлива, пода- 
ваемого в камеры горения в единицу времени, и площадью 
поперечного сечения выходного отверстия для газов 
в хвостовой части двигателя. Однако управлепие этим 
двигателем можно вестн, исходя из фиксированных значе- 
ний скорости, подачи топлива в камеры горения в еди- 
ницу времени и подачи топлива в камеру дожигания 
в единицу времени. В таких условиях становится оче- 
видпым, что один из критериев, на основе которых ве- 
дется разработка системы автоматического управления 
двигателем, должен требовать независимости настройки 
по каждой из трех регулируемых переменных: изменение 
режима подач топлива в камеру дожигания не должно 
отражаться „на угловой скорости ротора двигателя, 
а изменение этой угловой скорости не должно требовать 
изменения ‘режима питания топливом камер горения”). 
Решение этой конкретной задачи заключается в разработке 


1) Автономность регулирования означает. что при возбуждении 
персхоциого процесса только по какой-либо одной из регулируемых 
переменных зпацепия остальных регулируемых переменных не 
должны изменяться под влиянием этого процесса. — Прим. перев. 

з) Очелидно, что последнее требование может выполняться лишь 
в определенном диапазоне скоростей, так как, например, при расходе 
топлива, минимально достаточном для режима малого газа, нельзя 
добиться большего числа оборотов никакими приемами регули- 
рования. — Прим. перев. 
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определенного метода регулирования выходного сечения 
двигателя в соответствии со значениями других перемен- 
ных и р разработке надлежащей системы автоматики. 
Цель настоящей главы и заключается в изложении общего 
метода синтеза такого устройства для автопомного регу- 
лироғания систем любой сложлости. Этот общий метод 
впервые дали А. С. Боксенбом и Р. Худі) 2). 


5.1. Регулирование системы с одной переменной. Рас- 
смотрим прежде всего простую систему с сдииственным 
регулируемым выходом у (0) и сдинствеявым входом х (0), 
который можно пастранвать па определениое значение. 


м) 
= м Деоготель |, МС) 
я) - : пана "Уи Е) 
26) 
5 


Пусть У ($) н Х (5) суть изображения по Лапласу соответ- 
степных величин. Обратимся в системе рсгулировапия, 
выполненной на основе схемы, показанной на фиг. 38. На 
этой схеме Е (5) передаточная функция двигателя, Г (5) — 
перелаточная функция испи обратной связи, © (5) — пе 
даточная фуикция исполнительного привода и С ($) переда- 
точная функция регулятора. Злесь проектировщик может 
легко изменять ко функиию С{5}. Эта система незиа- 
чительно отличае от простой системы, приведенной на 
фиг. 29, в том отношении, что между исполнительным 
приводом и двигателем введено возмущение У(5), выра- 
жающее случайные внешние влияния. 


1) Вокзельот Л. 5., Ноой В., МАСА ТВ 980 (1950). 
2) Подобный метод был впервые предложен Вознессаекии И. И., 
см. [37].—_Ирим. ред. 
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Изображение \ (5) входа двигателя связано с изобра- 
жением Ү (5) сго выхода с помощью соотиошения 


Ү(5) = 205) 07 (8) = Е(8)18(8)0(8)4-/ (5, (5.0) 


где И (5) — изображение выхода регулятора, в свою очередь 
определяемое соотношением 


С] = (9 (89У 0)]. (5.2) 


Исключив 17 (5) из соотношений (5.1) и (5.2), получим 
Е (5) 5 (8) С (5) 


Ү(8) = БЫТЕ 


Хх + 


_ 86} 
ТЕЗ СЕНЕ 


У (5). (5.3) 


Это соотпошепне дает изображение выхода при опре- 
деленных пачальных значениях фупкции 3 (1) и определеи- 
вом входе х(!). Если в выражении, стоящем в правой 
части равенства (5.3), отбросить второе слагаемое, харак- 
теризующес влияпие возмущения И (5), то это выраже- 
ние совпадет с выражением (4.3), ранее найденным 
простых симем автоматического регулирования, и иссле- 
довапие свойств рассматриваемой здесь системы можно 
провссти подобным же образом. Однако в случае болсе 
сложных систем эту схему необходимо обобщить; к такому 
обобщению Мы сейчас и перейдем. 


5.2. Регулирование системы со многими перемен- 
ными 1). Пусть двигатель имеет {ё выходов 


у, (9. У... У, + И) 
н п входов 


1, (5), №, ($), .... №, (5), 6 И, (8). 


2) Такие системы пазызаютса многомерными, см. [38]. — Ирим. 
перев, 
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В этих условиях обобщением соотношения (5.1) служит 
система равенств 


ВЫТЬ 
Е... Вы 6). (5), 

ВЕ 

„(90,093 


Ү, (5) = «Ба (8)0, у 
+,(8)10,(8) 7 


У, (9) = 


(6.4) 


Е © т. (5) 


| 
| 
| 
Н 
| 
| 
| 
Ј 


(8) 10, (8). 


Ра 


Каждая из фупкиий Е}, ($) представляет собой передаточную 
функцию, которая при приложении входного воздействия 
ус доставляет одну из составляющих изображения 

(5) выхода системы по ј-й коордипате. Следовательно, 
я Е (5), вообще говоря, представляет собой отно- 
шение двух многочленов относительно 5; функция Ё р. ($) 
находится или аналитическим путем с помошью расчета 
двигателя, или экспериментально с помощью снятия его 
частотных характеристик. Систему соотношений (5.4) 
можно записагь в более сжатом виде: 


.()= УЕ) (5) (5.5) 
е4 


Таблица коэффицисптов Е. (5) образуст матрипу, которую 
можно в соответствии с сё смыслом назвать матрицей 
передаточных функций; условимся обозначать ее через Ё. 
Мы можем тогла считать, что входы №, (5) «входят» 
в соответствующие столбцы матрицы Ё, а выходы У. (5) 
«выходят» из соответствующих строк этой матрицы 1), 
согласно схеме на фиг. 39. Мы будем интересозаться тем 


1) Систему (5.5) можно записать в матричном виде: У— Е, 


| у. (5) | и 
где У —матрица- сслолдец?9. к р а У —матрица-столбең |12 ©; 
У, (5) 6 і 


см. также [13, 39, 40. — Прим. перев. 
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случаем, когда число входов превышает число выходов 
или равно ему, т. е. п>» і. Поэтому матрица Е ~ прямо- 
угольная, причем число столбцов превышает число строк !). 
В дальнейшем квадратную матрицу, образуемую элемен- 
тами только первых і столбцов, мы будем обозначать 
через Е*. 

Так как число гходпых координат двигателя превышает 
число выходных координат, то для полного определения 


Фиг. 39 


поведения системы, кроме значений Х,(5) (/=1,..., д 
выходов Ү, (5), требустся также задать значения Е, (5) 
(а= 1-1, ..., п) переменных №, (5). Следовательно, регу- 
лируемыми переменными будут і выходов У. (5) (у= 1,..., й) 
и п- і входов \И,(5) двигателя. Обозначим через Т, ($) 
значения №, ($), измеренные на входе звсва сбратной 
связи. Тегда рассогласования системы выразятся разностя- 
ми =, (5) 1, (5). Расссгласования по выходпым перемен- 
ным двигателя определяются разностями Х,(5)— 7. ($), 
где 2. (5) (э= 1,..., Й) представляют собой значения этих 
выходных перемеппых, измерснные па выходе звена обрат- 
ной связи (на фяг. 38). Пазпачение регулятора состоит 
в том, чтобы восприпимать эти рассогласования как его 
входные переменные и вырабатывать сигналы (7, (5), управ- 
ляющие персмещепием исполнительных приводов. В этом 
заключается исль введения обратной связи. 


1) При п> і. — Прим. персо. 
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Обобщение системы управления на случай мпогомерной 
системы состоит в том, что управляющие сигналы состав- 
ляются, как линейные формы от всех рассогласований. 
Так как имеется п сигналов рассогласований, 10 число 
управляющих сигналов также равно п; таким образом, 
Ё принимает все значения от 1 до п включительно, и мы 
получаем 


БС, Ва бы, ДЬ Саи 293 
аа БС (Е, -Х,, 

оС, былых 205 
Са (аа) 8,1). 65 
РОССИИ 


Сла (аа ы) 


где мы разбили матрину передаточпых функций, с помощью 
которых образуются управляющие сигналы, на две мат- 
рицы С и С’ для того, чобы в явной форме выделить 
два вила рассогласований. Равенства (5.6) можно записать 
в более сжатом видет): 


=- 6. „(2 Х,), 


Г а 
(= Ў б, (0-4) У бы, 1); (5.7) 


Гета 
ои ОВО, 


Каждая "из величин С». и Съ, конечно, представляет 
собой отношение двух мпогочленов относительно 5. Соот- 
ношения (5.6) и (5.7) можно также изобразить графически 
с помощью схемы, приведенной па фиг. 40. 

Величины 4, (5) и ТГ, (5), измеряемые на выходе блока 
обратной связи, выражаются через величины Ү,(з) и 1, (5) 


1у Или в матричпой рме: ВСЕ т) где 
1 @, 1; С в (п, Ё ПХ Т: 22, И Е, 1 
Су бп 5 Е [08—-2—1, 1: т, 1009—21, 00). 
— Прим. перев. 


с 
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с помощью передаточных функций 2, (5) и Г,„ ($) этого 
блока: 


2.48) = Гы. (8) У, (8). (5.8) 
т, (0) (8900, (8). (5.9) 
Каждый управляющий сигнал будет действовать на 


соответствующий исполнительный привод. Выходные же 
координаты этих приводов совместно с возмущениями 


„-— 


0,4—— 


бай Сыс бтп 


= 


Ху, (2-2) (Хү-20) (7) 


с с' 
Фиг. 40 


У, (5) определяют входные Координаты №, (5) двигателя. 
Если мы өбозначим через 5, (5) передаточные функций 
исволнителбных приводов, то 

в (5) 2, (9) = У, (9), (5.10) 


РЕ 


Соотношения от (5.4) до (5.10) полностью описывают 
действие системы управления двигателем со миогими ре- 
гулируемыми параметрами. 

На фиг. 41 изображена блок-схема системы с тремя 
выходпыми координатами У, (8), У, (х) и У, (5) двигателя 
и двумя регулируемыми входными воздействиями \ (5) 
и 17, (5), приложеппыми к двигателю. Вся система ока- 
зывается замкнутой, за исключением задающих сигналов 


Т Цянь-Сюэ 


Сэнь 
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и внешних возмущающих воздействий, которые могут быть 
приложены к системе извне. 

Исключив функции (7, (5), 2. (5) и Т, (5) из написанной 
выше системы уравнений, мы получим выражения для 


у, тална ии 
Ш ыы Реуляторы и 
<—— Си 612 С бы 65 
№ + р 


Сар Сор Соз Са Сы 


ЕН А ‚| Исполнительные 
0а, 022 Са Сы Сај 0 ""арротбы 


НОЧ В 
Са биз Св би 0—0 5и = О 


Озу Соо ба бы 65 85 


ЯЯЙ || | Аб 


Измерители 
ц 


Ец Во Ез Ви Ез 
Ен Ер Ед Ем Еў 


12 


Я (Е 
Я 


хх. № 
Задоющив сигналы 


Фиг. 41 


У, (5) и 1, ($) в виде 


у, = ХУ 


81 


Е, (8) Зь, (8) Са, (8) ХУ (8) — Е (8) УУ (91 + 


+ 5 „Ба ©) 5 (8) СЬ (8) 156 (8) — 


в 


и, 6-Е, (89У, 8} 5.1) 
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9, -У Зы) Сы 9) 1.09 919 


+ „Д, ин 6) Са, (5) 15, (8) — нь ВР» (91У, (8). (6.02) 


Соотношения (5.11) и (5.12) позволяют перейти к более 
компактному виду блок-схемы рассматриваемой системы 
по сравнению с блок-схемой, приведенной на фиг. 41. 


Х Хах В 35 


ЕД 14 ооото 
24 ве | зе оооо | 
Матрица системы 

Фиг. 42 


Это компактное представление, указанное на фиг. 42, 
основано па“ введении единой матрицы системы, в которой 
входами служат сигналы рассогласований, а выходами — 
регулируемые переменные. Матрица Е$С на фиг. 42 пред- 
ставляет собой матрицу, в которой элемент, расположен- 
ный на пересечении у-го столбца и |-й строки, равен 
Ел Эк Сач. Подобным же образом в матрице ЕЅС' эле- 
мент, расположенный на пересечении /-й строки и в-го 
столбца, равен Ё, 5. Сё. Точно так же элементы мат- 
ряцы 8С равны $,„Сау, а элементы матрицы 5С" равны 
5,,С. Внешние возмущения У, вводятся через посредство 
еще одной матрицы, образованной главным образом из 
элементов матрицы Ё двигателя, 


1* 
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5.3. Условия автономности. Теперь мы уже в состоя- 
нии дать аналилическос выражение критерия автономности 
регулирования. Задача заключается в определении усло- 
вий, которые следуст наложить на элементы С»- (8) и 
Са, ($) матриц регулятора так, чтобы каждая из задаю- 
щих функций Х, (5) и 5, ($) влияла только на соответ- 
ствующую ей переменную У, ($) и №, (8), {== 1,2, ..., 5 
в= 1-1 ..., пи не влияла пи па какие другие ипере- 
менные, 

Так, например, задающая фупкция Х, (5) должна изме- 
нять только выходную координату У, (5), а задающая 
функция Е! ($} — только коордипату ;,, (8). Таким об- 
разом, в математическом отношении задача сводится к диа- 
тонализации матрицы системы, выписанной на фиг. 49. 
Мы формулируем критерий автономпости в виде условий, 
налагаемых на элементы именно магрицы регулятора, по 
той причипе, что эта матрица характеризуст как раз те 
звепья поляои системы, которые легче всего изменять 
в процессе просктирования системы. Что касается харак- 
теристик двигателя, исполнительных приводов и измери- 
телей, то они считаются паперед заданными и просктиров- 
щик регулятора располагать ими ие может. 

Обратимся прежле всего к рассмотрению какого-либо 
одпого выхода 7’, (5), где индекс & может принимать одно 
из значений 1, 2,..., ё. В этом случае равенства (5.11) 
и (5.12) примут вид 


бис (Е, — ВИ, 


н Зы Сы (т ло У). 
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Для того чтобы задающая фупкция Х, не оказывала 
влияния на любую из координат У, или №, за исклю- 
чением У„, последпие слагаемые правых частей последних 
двух соотношений должпы равняться нулю при Г Ав 
и при ё -> 2. Таким образом, для любого & (6 == 1, 2, ..., ў 
должны выполняться равенства 


л 
1 
У, ЕС 


6.13) 


и 
С, = 0, > і (5.14) 
При выполнепии условия {5.14} матрица регулятора 
значительно упрощается, Так, в примере системы, схема- 
тически показанной па фиг. 5.4, = 3, п = 5. Тогда (5.14) 
требует, чтобы соблюдались рапевства 


ОР ИА Ега 


С помощью условия (5.14) можно также упростить усло- 
вие (5.13). В самом деле, условия (5.13) можио предста- 
вить в виде 


В 
Е лка г. 2 д ЁС (5. 15) 


имвол Кронекера, т, е. 


00, ј +2, 
29 у (5.16) 


При -всяком фиксированном 2 уравнения (5.15), ло суще- 
ству, сводятся к системе і --1 линейных алгебраических 
уравнений относительно # неизвестных 5С, Ё = |, 2,... 

., Ё Поэтому система определяет лишь отношения этих 
неизвестных, а не истинные значения самих неизвестных. 
Но это именио и есть то, что нам нужно, ибо мы не 
хотим фиксировать значение передаточной функции регу- 
лятора и тем самым потерять возможность варьирования 
тех иди иных величин в процессе разработки регулятора. 

Для нахождения этих отношений передаточных функ- 
ций системы регулятора мы воспользуемся сле; 
свойством определителей: пусть | ў | — алгебраическое до- 
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полнение элемента Е„ определителя |Е*| квадратной 
матрицы Е*'). Тогда 


ЕЕ 0, в =! 


У Ба! ЕЕ", № 


Умножив обе части уравнений (5.15) на | Ей | и произведя 
суммирование по индексу /, мы получим 


+ і і і 
УЕ + 
ХХ ТЕ ВЕ аЗнбы = № 5 Ей "ЕС. 
Следовательно, на основании соотпошений (5.17) имеем 


д 
Ей! 
ЗиСи = ТЕ У ЕС, (5.18) 


В частности, 


і 
5,46, а. У ЕС 


по ЕТ 


Тогда, разделив последние два равенства одно на другое, 
придем к соотношению 


3С [Е Я 
РУ У, 
р = 1861 ; О 


посредством которого элементы матрицы $С, не лежащие 
на главной диагонали, выражаются через элементы, рас- 
положенные на этой диагонали. 

Следовательно, соотношения (5.14) и (5.19) представ- 
ляют собой необходимые условия автономности регулиро- 
вания по переменным У,. Они были выведены Боксенбо- 
мом и Худом. Эти же авторы доказали также и доста- 


1) Здесь символ | Е*! обозначает ие абсолютную величину Ё*, 
а 4еГЕ®. Рассматриваемое свойство определителей излагается в лю“ 
бом курсе высшей алгебры, например [31].— Прим. перев. 
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точность упомянутых условий для автономности регули- 
рования. Тем самым задача о разыскании матрицы С 
регулятора, при которой обеспечивается автономность 
регулирования, решена полностью. 

Для решения задачи о разыскании другой части матрицы 
регулятора — матрицы С’- пеобходимо найти условия ав- 
тономности регулирования по регулируемым переменным 
У, (а= + 1, ..., п). С этой целью перепишем уравнения 
6 1) и (5 12) в следующем виде: 


[2 выва 0, нуу) + 


п 
+ У Казысы. (5, = Е 
ЕТЕ 


к, | + 


Е РУ Е.С, (6, 11У) (5.20) 


вы) + 


Зы (Ху =) у 864, (Е, 
в. 
ео 

Засы (Е, №). (5.21) 


Здесь индекс г может принимать значения #— 1, ..., И, 
а индекс ј — значения 1, 2,...,# В рассматриваемой 
задаче индекс # (5.21) пробегает значения #-+ 1, ‚я, 
так как“среди переменных , (5) регулируемыми являются 
только те, для которых & пробегает именно эти значения, 
Как нетрудно видеть из рассмотрения уравнений (5.20) 
и (5.21), для того чтобы задающие функции Я, влияли 
только на переменные ,, последнее слагаемое в правой 
части каждого из этих уравнений должно обращаться 
в нуль, т, е. 


х Е „5,„Сь 


1 (5.22) 


С = 0 при №, 1,0... Век. (5.23) 
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Подобно тому, как это имело место выше, условие 
(5.23), аналогичное условию (5.14), позволяет немедленно 
упростить вид матрицы С”. Так, для системы, отвечающей 
схеме, приведенной на фиг. 41, 1=3, п=5 и, в силу этого, 


Сь=Си=0. 


Условие (5.23) позволяет упростить также и уравнение 
(5.22), которое сводится к уравнению 


і 
У Е, – Е.С. 
Умножая обе части последиего уравнения на алгебраиче- 


ские дополнения : %;' и производя суммирование по Ї, 
получаем 


1 


У УЕ Ен бь = 5,6, У ЕЕ. 


ить = 


Пользуясь свойством определит 
шениями (5.17), мы приходим к 


й, выражаемым соотно- 
уравнению) 


18° 8.06 


Поэтому мы можем переписать последнее уравнение еще 
и иначе, заменяя в обозначениях индексов { на {| и ј най 


Е... 
1 | к 
и РНЕ рр... п, (5.24) 


Это соотношение определяет элементы матрицы 5С’, рас- 
положенные вне главпой диагонали, через элементы, лежа- 
щие на’этой диагонали. Соотношения (5.23) и (5.24) пред- 
ставляют собой необходимые и достаточные условия авто- 
номности регулирования по регулируемым переменным 
И, (ФОНЕ... п. 

Для обеспечения полпой автопомности по всем регу- 
лируемым переменным следует выполнить условия, выра- 
жаемые соотношениями (5.14), (5.19), (5.23) и (5.24). При 
этом элементы полной матрицы регулятора, не лежащие 
ма главной диагонали, суть или пули, или величины, опре- 
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деляемые через посредство диагональных элсментов. Таким 
образом, коль скоро характеристики двигателя заданы е по- 
мощью сго матрицы, то диагональные элементы матрицы 
регулятора полностью определяют всю матрицу регулятора. 


5.4. Уравнения, определяющие реакцию системы на 
выходе. При выполнении всех условий автономности урав- 
нения (5.11) и (5.12) можно значителью упростить. На- 
пример, измепив порядок суммирования, получим 

і 


= 10508) — 20) (81 У Елббьь + 


И А 
пы, (5) Ў Еб + Е. 


Но в силу условий автономности (5.13) и (5.14) регулиро- 
вания вторая сумма (по А) в первом слагаемом правой 
части последнего равенства исчезает при всех у и |, за 
исключением случая у.=]. Второе слагаемое в правой 
части этого равенства исчезает, в силу условия автоном- 
ности (5.22). В результате функция У; (х) определяется 
с помощью соотношения 


ф 
У (8) (8) =, (99У, (9 А+ 2 2 „Ену, 


Но, в силу (5.19), произведение 5,.С.. можно выразить 
посредством диагонального элемента 5,,С,;. Выполнив это 
и использозав соотношения (5.17), мы” ‘придем к равенству 


0 
у БиЗыСь; = 
в 


5С, (А, (5) = Ду (8) У, (8) 


А 
У Ену». (5.25) 
1 


С помощью апалогичных вычислений уравнения (5, 12) сво- 
дятся при использовании условий автономности регулиро- 


196 Гл. У. Автононное регулирование 


вания к уравнениям 
У, (5) = ба Си [В (5) — Гь (5) И (8)] И» (5), (5.26) 
ВЕРН у. 
Введя обозначения 


у= 118000 а (5.27) 


И 


821, (5.28) 
Я 
выпишем решения уравнений (5.25) и (5.26) относительно 


функций Ү, (5) и (8) соответственно в виде 


УХ) КЕ, (0—0 Ел(9 У, 5.29) 
и 


17, (9)= А; (Е, (8) — р, (8) Д (5) — ПУ, (9). (5.30) 


Равенства (5.29) и (5.30) служат для вычисления изобра- 
жений рег руемых переменных по изображениям задаю- 
щих воздействий и возмущений. По своему строению эти 
равенства сопершсино аналогичны равенству (5.3) для 
одномерной системы автоматического регулирования. Функ- 
ция Ю,; (5) служит полпой передаточной функцией, связы- 
вающей выход У, (5) со входом Х,5. Функция Ка (5) слу- 
жит полной передаточной Ффункциёй, связывающей выход 
У, (5) со входом =, (5). Эти полные передаточные функ- 
ции определяются соотношениями (5.27) и (2.28), с по- 
мощью которых они выражаются через характеристики 
двигателя, исполнительных приводов, измерителей н ре- 
гулятора. Разработка системы заключается в нахождении 
для каждого 7 и в подходящей передаточной функции 
С,;(5) или С,. (5), обеспечивающей удовлетворительное 
качество регулирования; эти функции находятся с по- 
мощью методов, изложенных в гл. [У. После этога с 
помощью соотношений (5.14), (5.19), (5.23) и (5.24) 
подсчитываются недиагональные элементы матрицы регу- 
лятора. Выполнив все эти операции, мы осуществим 
автономное регулирование сложной системы со многими 
регулируемыми параметрами, обладающее хорошим каче- 
ством. 
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5.5. Регулирование турбопропеллерного двигателя. В ка- 
честве простого примера примепения общей теорин автоном- 
ного регулирования рассмотрим задачу о регулировании 
турбопропеллерного двигателя (фиг. 43). В процессе регули- 
рования такого двигателя использутотся следующие перемен- 
ные: угловая скорость турбопропеллерного агрегата, тем- 
пература газов на входе турбины, угол установки лопастей 
зеллера и количество топлива, подаваемое в единицу 


„Камера горения 


Пропеллер Компрессор Турдина 


Фиг. 43 


времени в камеры сгорания. Систему регулирования дви- 
гателя следует спроектировать так, чтобы она обеспечи- 
вала работу двигателя в различных эксплуатационных 
установившихся режимах. Ддя каждого установившегося 
режима пужпо исследовать качество переходных процес- 
сов в окрестиости этого рабочего режима. Обозначим 
через 17,(5) изображепие по Лапласу отклонения угла 
установки лопастей пропеллера от его установившегося 
значения в данном рабочем режиме, а №, ($) — изображе- 
ние пб; Лапласу аналогичного отклонения количества 
топлива, сжигаемого в единицу времени. Так как нас 
интересует течение переходных процессов в малой окрест- 
ности‘ рабочего режима, мы можем линкеаризовать соотно- 
шение между избытком созлаваемого турбиной вращающего 
момента над моментом сопротивления, приложенным к ком- 
прессору и пропеллеру, углом установки лопаток и коли- 
чеством топлива, сжигаемым в единицу времени. Поэтому 
упомянутый избыток крутящего момента будет выра- 
жаться линейной формой от 1, (5) и \,($). Обозначив 
еще через Ү, (5) изображение по Лапласу отклонения 
угловой скоро от ее установившегося рабочего значе- 
мия, выразим изображение избытка вращающего момента 
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с помощью произведения (1-75) Ү,(5), где т - постоян- 
ная времепи, характеризующая инерцию вращающихся 
масс двигателя [см. (4.1)). Значение т зависит от выбора 
рабочего режима двигателя ·), Таким образом, 


(146 25) ү, (8) = фа, (5) 2 БУ, (5), (5.31) 


где а и 5-- веществеппые положительвые постоянные, 
подсчитываемые па оспованин протекания характеристик 
двигателя в малой окрестиости рабочего режима. Коэф- 
фициенты а в 6 имеют определенный физический смысл: 
если количество топлира, сжигаемого в единицу времени, 
поддерживаетсн пеизменцым, то И, (5) ==0; тогда из урав- 
нения (9.31) следует, что а= - У, (@/У, (0}. Но значе- 
ние $=0 отвечаег установившемуся состоянию и, следо- 
вательно, величина а равна отношению уменьшения уста- 
новившегося зпачения угловой скорости к увеличению 
угла установки лопасгеп пропеллера при неизменном ре- 
жиме горения. Если построить семейство кривых, харак- 
теризующих изменение устапопившейся угловой скорости 
в зависимости от угла гановки лопастей пропеллера при 
различных количествах топлива, сжигаемого в единипу 
времени °), ло а окажется равным угловому коэффициенту 
соответствующей кривой в выбранной рабочей точке, 

Подобным же образом в равно угловому коэффициенту 
кривой, характеризующий изменение установившегося 
значения угловой скорости в зависимости от количества 
топлива, сжигаемого в единицу времени, при неизменном 
угле установхи лопастей пропеллера опять-таки в рабочей 
точке 3). Таким образом, постоянные а и 6 определяются 
статическими характеристиками двигателя. 

В комирессорах осевого типа расход воздуха через 
компрессор при фиксироваиных условиях в области вход- 
ного (заборного} отверстия остается почти постоянным 
при леизменной угловой скорости компрессора. Поэтому 
при данных условиях на входе в компрессор 1) отношение 


2) Ибо от числа оборотов днигатеая зависит коэффициент с демп- 
фирования п уралнении (4.1). Лриж. пере 

2) Такие крипыс называются обычно слатическихи. — Прим. лереа, 

3) Си, также [33, 41].- Прим. перев, 
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количества тепла, ссобщаемого массе газа, к этой массе 
газа является функцией от угловой скорости и количества 
топлива, подаваемого в камеры горения в единицу вре- 
мени. Поэтому угловая скорость и режим горения опре- 
деляют температуру на входе в турбипу. Обозпачим через 
У, (5) изображение по Лапласу отклонения температуры 
на входе в турбину от ее рабочего значения. Тогда можно 
составить урависпис, связывающее изображения У, ($), 
№, (5) и 1,(5} и аналогичное уравнению (5.31) с той 
разницей, что постоянная времени, характеризующая вре- 
мя достижения термического равновесия, практически 
равна нуль» благодаря чему соотношение между этими 
‘изображениями оказывастся болес простым: 


У, (5$) = с, (8)— еу, (5). (5.32) 


Здесь с не- также вещественпые положительтые по- 
стояипые. Постояпная с равна угловому коэффициенту 
касательпой к стазической характеристике температуры 
на входе в турбину по количеству топлива, сжигаемого 
в единицу времени, при постоянной угловой скорости 
ротора двигателя. Постоянная е равна угловому коэффи- 
циенту касательпой к статической характеристике темпс- 
ратуры на входе в турбину по угловой скорости ротора 
двигателя при неизмсином расходе топлива в камерах 
горения; эти касательлые проводятся к соогветствующим 
кривым в рабочей точке. 

Разрешив уравнения (5.31) и (5.32) относительно У, (5) 
и У, (5), придем к соотпошениям 


определяющим матрицу Ё двигателя, рассматривавшуюся 
выше (см. стр. 94). Интересно отметить, что матрипа Е 
содержит только одну постоянную времени — постоянную т, 


3) Условия на входе в компрессор, т. е, на выходе диффузора, 
определяются аэродиилыпческой скоростью, плотностью воздуха 
(высотой полета) и сго темаературой, числами Маха в Рейнольдса, 
угловой скоростью самолета и 7. п. Прим. перев. 
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Только эта постоянная времени характеризует свойства 
собственно двигателя. Полная же система автоматического 
регулирования обладает, копечно, и другими постоянными 
времени. Но эти постоянные входят через посредство 
характеристик регулятора, исполнительных приводов, 
измерителей и не содержатся в матрице двигателя. 

Начнем с изучения задачи о регулировании угловой 
скорости ротора двигателя и расхода топлива в камерах 
горения. Таким образом, изображения регулируемых пере- 
менных суть У, (5) и №, (5). Поэтому кам необходимо лишь 
первое из соотношений (5.33), причем {= 1 и п-= 2, Отсюда 
следует, что матрица двигателя состоит только из двух 
элементов: 


(5.34) 


[9% |= 18:8. Виз р 


(5.35) 
Регулятор системы описывастся соотпошениями 
О, (8) = Су. (8)[Х, (8) — 2 (9) У, (9+ 

С.Н = 2. (8) 0, (8), (5.36) 
1 (8) У,(8)]-- 
Е С: (9) 18,08) -- Дь (9) а ($)]- 


Условия автономности требуют выполнепия равецства 


О, (8) = С (9)1Х, (8) - 1 


с.(9=0 (5.37) 
и, ёлу (5.35), равенств 
Зил (5) С. (5) АВЫ бы Ё Е 
о ЧА выл 1698 


Так как величина —а равна частной производной от угло- 
вой скорости ротора двигателя по углу устаповхи лопа- 
стей пропеллера, а величина ё равна частной производ- 
ной от угловой скорости по расходу топлива в камерах 
горения, отношение Ё/а определяет быстроту изменения 
угла установки лопаток пропеллера по нзменению расхода 
топлива в камерах горения при постоянстве угловой ско- 
рости ротора двигателя. Копечно, отношение б/а зависит 
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от параметров полета самолета, снабженного турбопропел- 
лерпым двигателем. Так, например, это отношение увели- 
чивается с ростом высоты полета. Поэтому в правильно 
спроектированком регуляторе должны быть предусмотрены 
средства компенсации влияний, вызванных изменением 
режима полета и рабочего режима двигателя. 

Таким образом, передаточная функция А, (5), характе- 
ризующая выходную скорость ротора двигателя, опреде- 
ляется выражением 


Ки (9 аль (5.89) 


а передаточная функиия №;, (5), характеризующая выход- 
ной расход топлива в камерах горения, определяется 
выражением 


оз (8) Сзз (8) 5.39" 
обет з 


Правые части последних соотношений определяют пе- 
редаточные функцин угловой скорости ротора двигателя 
и расхода топлива в камерах горения при автопомном 
регулировании Задача заключается в синтезе таких пере- 
даточныҳ функций С, (5) и С;,(5) регулятора, при кото- 
рых качество регулирования удовлетворяло бы поставлен- 
ным требованиям во всей области ожидаемых рабочих 
режимов. 

Обратимся теперь к рассмотренню другого возможного 
способа резулирования турбопропеллерного двигателя. Этот 
способ оенован на регулировании угловой скорости ротора 
н температуры газов ла входе в турбину. В этом случае 
изображения регулируемых переменных суть 7, (5) и У, ($). 
Следовательно, здесь мы нуждаемся в обоих соотноше- 
ниях (5.33) и; =в=2. Условия автономности принимают 
вид: 


хе ае 
> бе ев, 


(5.40) 


я|® 


Передаточная функция К: (5) по угловой скорости ротора 
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определяется, следовательно, выражением 


К, 9=—— С аа 
Зи (9 бы вы СЕ 


(5.41) 


а передаточная фупкция ,, () по температуре на входе 
в турбину — выражением 


8, (8) = 


5.6. Турбореактивный двигатель с дожиганием. Рас- 
смотрим теперь задачу регулирования турборезктивного 
двигателя с дожиганием, упомянутуто в начале этой главы. 
Схема двигателя изображена на фиг. 44. Мы опять будем 


Камера горения 
ТИТ а 


Донизание 


П 
Г Турбина Сопло пеземенного сечения 


Фиг. 34 


рассматривать задачу регулировавия для неуставорившихся 
процессов в малой окрестпости выбрапной рабочей точки. 
Поэтому можно применить линеаризацию соотношений, 
связывающих различные переменные. 

Пусть, как и прежде, У,(5) означает изображение 
(по _Лапласу) отклонения угловой скорости ротора двига- 
телӣх от ее рассматриваемого установившегося значения, 
10 (5) — изображение отклопепия проходпого сечения для 
истечения газов, Й,(5) — изображение отклопения расхода 
топлива в камерах горения, 1; (5) — изображение откло- 
нения расхода топлива при дожигании; все эти отклопения 
отсчитываются от рассматриваемого установившегося 
режима. С помощью этих обозначений составим уравне- 
ние, аналогичное уравнению (5.31) для турбопропеллера: 


(439 (8) ац 9 ра (9) аа (9, (5.42) 


5.6. Турбореактивный двигатель с дожиганием из 


где 21, а, и аз — вещественные постоянные. Как и в случае 
турбопропеллерного двигателя, эти постоянные представ- 
ляют собой угловые коэффициенты касательных к стати- 
ческим характеристикам двигателя. Так, постоянная а; 
равна быстроте изменения угловой скорости ротора двига- 
теля при изменении открытия пропускного хвостового 
отверстия для выхода газов при нсизменном расходе топ- 
лива в камерах горения и па дожигапии. Постоянная аз 
равна быстроте изменения угловой скорости ротора двига- 
теля при изменении расхода топлива в камерах горения. 
Постоянпая о, равна быстроте изменения угловой скорости 
ротора двигателя при изменении расхода топлива при до- 
жигапии. Величина =, фигурирующая в уравнеции (5.42), 
представляет собой, как и выше, сдинственную послоян- 
ную времени двигателя; < характеризует инерцию вра- 
щающихся масс двигателя. Рассмотренное линеаризирован- 
ное соотношение между угловой скоростью двигателя 
и другими входпыми переменными двигателя было полу- 
чено М. С. Фелером и Р. Худом?) *). 

Если в двигателе используется компрессор осевого 
типа, то мы можем вповь применить уравнение (5.32) пре- 
дыдущего раздела, Обозначив через У,(5) изображение 
температуры газов на входе в турбину, напишем 


$.) = ест, (8). 


Разрешив последнее уравнение и уравнение (5.42) отво- 
сительно "0 и У, ($), получим 


5, (5) Ет №, (5), 


р (5) – гае И, (5). 


(5.43) 


Таким образом, элементы матрицы двигателя определяются 


2) Робег М. 5., Ноой К., МАСА ТМ 2183 (1930). 
2) Углопал скорость ротора двигатели является одной из его 
выходных переменных, — Прим. перев. 


8 Цаянь-Сю-Сэнь 
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соотношениями 


15 
(5.44) 
Рассмотрим задачу об автоматическом регулировании 
угловой скорости ротора двигателя, температуры газов на 
входе в турбину и расхода топлива на дожигапне, Таким 
образом, изображения регулируемых переменных суть 
У, (5), У, ($) и №, (5). Уравиения процесса регулирования 
имеют ВИД 
О (8) = С (8) [Х, (8) = А, (8) У, (9)]-- 
+С, (8) Ха (5) 238), ($) С; ($) [83 ($) — в (8) 10 (8), 
О, (5) = С. (8) — 2 (5) У, (8) к 
+С (8) 1, (9) 2, (8) 7, (9 ЧС» (5) [Е (5) — Да (5) 10. (9)], 
= Си, $) = Д (8) У (9 
ЗС (8) ГА, (9)— 0 (8) У, Ев Е) (5) (5, 
(5.45) 
где Х, (5), Х,(5) и Е,(5) обозначают изображения задан. 
ных значений угловой скорости ротора двигателя, тех- 
пературы газов на входе в турбину и расхода топлива 
на дожигание соответственно. 
Применяя условие (5.14) автономности регулирования, 
мы сразу же видим, что 
С,,(9)= 6, (9) = (5.46) 
Условия (5.19) сводятся к соотношениям: 


(5.47) 


5.09 (9) 
Условие автономности (5.24) приводит к соотношениям: 


509000) а 
С) = 0. (5.48) 
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Отношения — 2/6, и — а/а; в равенствах (5.47) и (5.48) 
допускают простое физическое истолкование: аа оп- 
ределяет быстроту изменения выходного_ сечения двигате- 
ля с изменением расхода топлива в камерах горения при 
постоянстве угловой скорости ротора двигателя и расхо- 
да топлива на дожигание, — 23/2; определяет быстроту 
изменення выходного сечения двигателя с изменением 
расхода топлива на дожигание при постоянстве угловой 
скорости ротора двигателя и расхода топлива в камерах 
горения. 

При выполнении соотношений (5.46) - (5.48) процесс 
автоматического регулирования будет автономным, и пе- 
редаточная функция /9,, (5) по угловой скорости двигате- 
ля выразится в форме 


К, (8) =—— 9 ®  _. (5.49) 
5 (9 Си (9 (9 - те 


Передаточная функция А,.(5) по температуре на входе 
в турбину имеет вид 


5. с: 
(8) = еб, (5.50) 
$52 (5) Съз (8) Даз (9) +; 


а передаточная функция А, (5) по расходу топлива на до* 
жигание равна 
. 53 (5) С. (©) 5 

Ка(8) = з б (а) 58) 

Последние соотношения служат отправной точкой при 
синтезе передаточных функций С; ($), Сз (5), Съ(5) и, 
следовательно, передаточных функций С, (5), С (5) и 

ла (5). 
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Глава МІ 


СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ НА ПЕРЕМЕННОМ ТОКЕ 
И СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 


Настоящая глава и две следующих посвящены 
вопросам обобщения понятий и методов, развитых в гл. 
П и 13 применительно к простым следящим системам, 
на линейные системы более сложного вида, которые тем 
не менее можно приближенно исследовать с помощью 
этих же методов. Возможность такого обобщения служит 
наглядной иллюстрацией силы основных принципов, на 
которых основан синтез следящих систем. При изложе- 
нии материала этой и следующих глав мы будем придер- 
живаться книги Маккола 1) 


6.1. Системы на переменном токе. В предшествующих 
главах при рассмотрении систем автоматики, содержащих 
электрический двигатель, мы каждый раз неявно подра- 
зумевали двигатель постоянного тока. Однако в практи- 
ческих условиях подчас весьма желательно применять 
двигатели переменного тока. Очевидно, что введение 
в систему таких двигателей требует пересмотра некото- 
рых частей нашего предшествующего рассуждения. 

Рассмотрим следящую систему, схематически изобра- 
женёую на фиг. 45. Назначение системы состоит в осу- 
зцествлении поворота ротора двигателя па угол ® в соот- 
ветствии со входным сигналом. Выходной угол Ф изме- 
ряется с помощью потенциометра. Напряжение, снимае- 
мое с потенциометра, служит сигналом обратной связи. 
В этой системе все электрические токи и напряжения 
в усилителе, двигателе и потенциометре суть модулиро- 
ванные синусоиды, т. е. синусоидальные фупкции постоян- 
ной частоты, равной в, но с изменяющейся во времени 


1) Маккол Л. А., Основы теории сорвоиеханизмов, №., 1947. 
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амплитудой. Опорное переменное напряжение вырабаты- 
вается генератором синусоидальных электрических коле- 
баний. При выполнении определенпого условия, к выяс- 
нению которого мы сейчас приступим, к такой системе 
можво применить значительную часть ранее изложенной 
теории. 


“аьлаа 


И виганель 
леремен- 
ного така 


Вид | Модулятор Моцлителв. 


нератюр 
полебсний 


Фиг, 45 


Предположим на мгновение, что вся обшая теория 
установившихся режимов в линейных системах с постоян- 
ными параметрами рассматривается в условиях воздейст- 
вия на эти системы сигналов, представляющих собой 
модулироваппые синусоиды. При этом, говоря об «уста- 
повившихся режимах», мы здесь имеем в виду то обстоя- 
тельство, что в качестве модулирующих сигналов при- 
нимаются чисто синусоидальные функции времени. Пусть 
несущая частота определяется (до модуляции) функцией 
соѕ о; фазовый угол мы здесь опускасм без потери общ- 
ности. Поскольку закоп изменения несущей выражен 
в вещественной форме, модулирующий сигнал целесооб- 
разно записать в комплексной форме: с"*. После этого 
выражение для модулированной несущей припимает вид 
1 


(ебет еее) (6.1) 


созе, 
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и, в силу (2.16), установившаяся реакция уст. (1) систе- 
мы, обладающей передаточной функцией А (5), определяет- 
ся выраженисм 


фсе Р (о Га) етә ег, (6.0) 


В реальных системах фупкция Ё (5) обычно представ- 
ляет собой отношение многочленов по степеням $, имею- 
щих вещественные коэффициенты. Тогда, как уже отме- 
чалось, имеет место соотнощение (3.17) 


Р(— і) = Рә), (6.3) 
где черта над обозначением комплекспой величипы по- 
прежнему означает комплекено-сопряженную величину. 
Поэтому правую часть равенства (6.2} можпо переписать 
следующим образом: 

1 А = 
ЗЕ бо) ео Е в) с“, (6.4) 
где 
Е* (а) = Во оо). (6.5) 


Будем считать систему такой, что справедливо соот- 
ношение 


Е (ію 2) = Ёо №). (6.6) 
В этом случае фупкцию (6.4) можно записать в виде 
Е (ёо) еі"! созу. 


Этот. результат показывает, что коль скоро выполнено 
условие (5.5), амплитуда реакции системы на входное 
воздействие, определяемое модулировапной иесущей (6.1), 
совпадает с реакцией системы, обладающей частотной ха- 
рактеристикой Ё*(1®) при входной частоте о. Это утвер- 
ждение допускает непосредствепиое обобщение па случай 
подачи на вход системы функций более общего вида, что 
отвечает принципу наложения, справедливому для линей- 
ных систем. Если условие (6.6) выполняется хотя бы 
приближенно в диапазоне частот о, включающем наибо- 
лее важные части спектра Фурье модулирующего вход- 
ного сигнала х(!), то амплитуда соответствующего моду- 
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дирующего выходного сигнала равна (по крайней мере 
приблизительно) реакцин на этот же вход х(#) в систе- 
ме, обладающей частотной характеристикой Р* (йв). В гл 
ТУ мы показали, что качество следящей системы полио- 
стью определяется ес частотпой характеристикой. При- 
ближегиюе же значение частотиой характеристики равно 
теперь А* (#2). Тем самым открывается возможность при- 
менения к системам па переменном токе всех методов 
определепия качества следящих систем, развитых в гл 1У. 
Единственлое различие заключаегся в использовании функ- 
ции 2“ (#5) вместо функции 2 (15). 


6.2. Перенос передаточной функции. Если оставить 
в стороне пекоторыс тривиальные системы, как, напри- 
мер, простые сопротивления, то из свойства (6.3) сле- 
дуст, что 


Е(№ +) = ЕЕ ію 


Это соотношение отличается от условия (6.6). Поэтому 
условие (6.6) нельзя п точности физически осуществить 
при всех вещественных значепиях ®. Но, слегка изменив 
способ подхода к задаче, мы можем сказать, что частот- 
ные характеристики А (ә) и А* (о) двух реальных физи- 
ческих систем пе могут в точности удовлетворять соотпо- 
щению (6.5) при всех вещественных значениях є. Тем 
не менее влолпе возможно и это обычно делают, — что- 
бы частотцые характеристики Ё* (5) и Ё (іш) двух реаль- 
ных физичёских систем удовлетворяли состношениям (6.5) 
приближенно та некотором диапазоне частот о, достаточ- 
по широком в смысле включения паиболее важиых частей 
спектра Фурье интересующих нас конкретных видов вход- 
ных сигналов. Это можно вкратце показать следующим 
образом. 

Рассмотрим импеданс 2 цепи, состоящей из последо- 
вательного соединения индуктивности [ и емкости Си 
питаемой током часготы в”; 


2= 1 


(1-те 
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Выбрав Г. и С так, чтобы имело место соотношение 
б 1 

2 

Ста (6.7) 
получим 

2-и (1 уел 7 
= (уо в) (14%). 

При малых значеннях разности ө” -- 
чепиях ө 4- оь, близких к є, 


25 ЕЦ" ә 


о, т. е. при зпа- 


= 210. 


Это означает, что при частоте «є = 0р0 импеданс по- 
следоватедыю соединенных Г и С, величины которых 
удовлетворяют равенству (5.7), приблизительно равен им- 
педансу ипдуктивности 22 при частоте ө. 

Подобным же образом рассмотрим импеданс 2 цепи, 
образованиой параллельным соединением индуктивности Г, 
и емкости С при частоте ® 


ТРЕТ 
2 Шо 


= С’ = ЭСК" — ва) = 2Сь 


при выполнеини условия (6.7). Это означает, что при ча- 
стоте «= в – әз Импедапс параллельно соедиценных 1, 
и С, величины которых удовлетворяют равенству (6.7), 
приблизительно равен импедансу емкости 26 при часто- 
те о. 

Что касается импеданса чистого активного сопротив- 
ления, то он, конечпо, не зависит от частоты и имеет 
одно и то же значение как при частоте о - өр, так и при 
частоте ®. "Таким образом, отправляясь от реальной фи- 
зической - системы, обладающей передаточной функцией 
Е* ($), мы можем построить реальную физическую систе- 
му, обладающую передаточной фупкцией Р (5), для кото- 
рой условие (б.б) приближенно выполняется при малых 
значениях ® с помошью следующего присма; каждая ин- 
дуктивность Ё заменяется последовательным соединением 
индуктивности 1./? и емкости С= 2 ДТ), а каждая ем- 
кость С — параллельным соединением емкости С;2 и ин- 
дуктивности [= 20(Сег). Этот прием перехода от функ- 
ции Г*(5) к функции Р ($) называется переносом переда- 
точной функции по шкале частот на величину «у. 


6.8. Следящие системы колебательного управления __ 101 


Пусть в, — частота несущей, вырабатываемой генера- 
тором электрических колебаний. Очевидно, что все токи 
и напряжения в рассматриваемой системе существуют 
в форме соответствующих модулированных колебаний не- 
сущей, изменяющейся по закопу соѕ оџї. Из этого обстоя- 
тельства сразу же вытекает, что разработка усилителя 
для системы на поременпом токе сводится к разработке 
с помощью методов гл. ІУ подходящего усилителя для 
системы на постоянном токе с последующим переносом 
его характеристики вверх по шкале частот на величину в, 
по способу, разобранному выше, 

Как уже отмечалось, все эти рассуждения связаны 
со значительным числом различпых приближений и допу- 
щеннй. Для разработки полностью законченной теории 
следящих систем на переменном токе необходимо оценить 
влияние всех этих приближений и допущений. Мы не бу- 
дем здесь заниматься таким исследованием ввиду его 
сложности и трудоемкости, а также по той причине, что, 
с точки зрения задач проектирования следягднх систем, 
это исследовавис не представляется кеотложным. 


6.3. Следящие системы колебательного управления. 
Рассмотрим теперь другой класс систем, которые будем 
называть следящими системами колебательного управле- 
ния. Такие системы схожи со следящими системами с дви- 
гателями на леременпом токе в том отпошеции, что в 
обоих случаях пернодическое колебание модулируется оп- 
ределенными сигпалами. Однако модуляция, применяемая 
в случае следящих систем колебательного управления, 
не сродится к обыкновенной амплятудной модуляции. 
Чтобы идея еледящей системы колебательного управле- 
ния была понятной. сделаем краткие предварительные 
замечания. 

Один весьма примитивпый, но довольно распространен: 
ный тип следящей системы можно описать следующим 
образом: предположим, что к двигателю переменного то- 
ка подключается цепь, содержащая реле. Последнее по- 
дает напряжение на зажимы двигателя только тогда, 
когда абсолютное зпачение входной переменной х (#) пре- 
вышает известный порог, и при этом таким образом, что 
при превышении величиной |х: этого порога двигатель 
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оказывается под полным папряжением Е источника элек- 
тродвижушей силы; полярность же включения этого 
источника должна быть такова, чтобы соответствующее 
перемещение ротора двигателя приводило к уменьшению 
абсолютной величипы рассогласования. Этот пример соот. 
ветствует следящей системе, действующей по так пазы- 
васмому принципу «да — пет». 

Большое преимущество таких следящих систем состоит 
в том, что, будучи сравпительно простыми, они могут 
применяться для управления большими мопостями, чего 
часто трудио достигиугь с помощью следящих систем 
других типов. С другой стороны, следящие системы, дей- 
ствующие по принципу «да — пет», являются существенно 
нелинейными системами; как будет показано в гл. Х, та- 
кие следящие системы действуют в общем хуже, чем 
системы, рассмотренные ранее. Короче говоря, следящая 
система колебательного управления представляет собой 
такое видоизменепис следящей системы, действующей по 
припципу «да — нет», которое обеспечивает сохрапепие 
преимущества, связанного с линейностью характеристик, 
без потерь преимущества, связанного со способностью 
управления большими мощностями. 

Перед тем как приступить к изучению самих следя- 
щих систем колебательного управления, приведем один 
общий теоретический результат, на котором построена 
теория ясех таких систем. Рассмотрим устройство, обла- 
дающее следующими свойствами: в зависимости от того, 
является ли входной сигнал х{} положительным или 
отрицательным, выходной сигнал ў (#) равен А илн – А, 
где А – постоянная величина. Такое устройство можно 
считать идеальным реле, т. е. системой с нулевым поро- 
говым значением 1). Пусть на вход реле подается сигнал, 
определяемый выражением 


х() = Е,зіпо + ВЕ, ЯП, (6.8) 


где Бо. Ё. әу Н ® постоянные. В следящей системе ко- 
лебательпого управления слагаемое Е, характери- 
зует устаповившиеся колебания системы, а слагаемое 


1) Иль, вначе, с нулевой зоной яечувствительцости, — Прил. ред. 
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АЕо51{ характеризует приложенный, или модулирующий 
сигнал. Перейдем теперь к подсчету соответствующего 
выходного сигнала у (7). 


6.4. Частотная характеристика реле. Выходной сиг- 
нал релейного устройства, отвечающий входному сигна- 
лу (5.8), можно иредсгавить в виде 


У У ап [ть пе В, (6.9) 


тоя 


тде коэффициенты а„„ не зависят от времени. При т=0 
внутреннее суммирование следует производить только по 
положительным значениям й. Для нашей задачн непо- 
средственпо интересны только коэффициенты а; И аџ, 
ибо в следящей системе колебательного управления, ра- 
ботающей в нормальных условиях, остальные коэффи- 
диенты либо пренебрежимо малы, либо соответствуют 
колебаниям, подавляемым с помощью надлежащих фильт- 
ров. 


При &=0, т. е. когда выходной сигнал релейного 
устройства представляет собой чисто синусоилальную 
функцию частоты в, выходная переменная этого реле 
изменяется по закопу бесконечной прямоугольной волны 
периода є,/4=, причем абсолютпые величипы высот поло- 
жительных и отрицательных волн равпы общей постоян- 
ной А. Как известно, амплитуда а, первой гармокики 
в разложении такой волны в ряд Фурье равна 


44 
е а= 


(6.10) 


При 6 0 выходная переменная реле имеет вид, гра- 
фически изображенный на фиг. 46. Разность между зна- 
чениями выходных переменных реле, отвечающих слу- 
чаям 2 = Он А – 0, графически изображается последова- 
тельностью прямоугольников высоты 2л, заштрихован- 
ных па фиг. 46. При .№| < 1 отклонение моментов изме- 
неная знака выходной переменной реле от моментов. 
соответетвующих равпоотстоящим значениям времени Их 
че очель мало. Таким образом, прямоугольники, 
характеризующие эго отклопелие, очень узки, что и по- 
казано на фигуре. Ширину этих прямоугольников можно 
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определить с помощью отношепия зпачения модулирую- 
щего сигнала при #=#, к угловому коэффициенту каса- 
тельпой, проведенной к кривой установившихся колеба- 
ний в той же точке {={,, т. е. искомая ширина равна 


АБО т ш 
[ово | 


Рассмотренные прямоугольные площади складываются 
(+) с площадями соответствующих волн при пемодули- 
рованном выходе или вычитаются (— ) из них в зависи- 
мости от того, будет ли величина 5іп ®ё, положительной 


выход и өход 
П 
К отш к 210 к з 
ЗВ шу\ 78 ый 
А 1 
ъЕрйтат 
С 1 
Выходная Я 
переменния 05 Е 
реле 


или отрицательной. Следовательно, площади прямсуголь- 
ников. можно измерить посредством величины 


с 
Уп өн 


зе п 


Коэффициент а» в выражении (6.9) является коэффи- 
пиецтом при первой гармонике в разложении в ряд Фурье 
последовательности этих узких прямоуголькых воли. Так 
как за значение ѕіп юѓ з области этих прямоугольников 
можно ; принять величины зіп өѓё,, то, рассматривая № 
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таких поправочных прямоугольников, получаем 


Мајо Ех 
ФА ® У віп 
а { пой = 2А с У зп, 
0 п=0 
Но 


Мад Ма ео 


\ зош | совы = 
0 


8 
Ме ый (ом =) 
50 Яа Я 


и 


м м 
У їп, = У зіп (не 2) = 
2 В т 


= [1 (= =) Ее у 


Последняя сумма остается ограниченной при неограничен- 
ноч увеличении №. Поэгому, выбрав число № достаточно 
большим, будем иметь 


Е 
а= 24. (6.11) 


Соотношепия (6.10) и (6.11) определяют важные коэф- 
фициенты а И а при малых №. При произвольных 
значепиях & эти коэффициенты вычислили Р. М. Кальб 
и У. Р. Бейнетт!). При 0 << 1 


84 
а= 72 Ё (6), 


84 (ЕК 0 

а= (В) (1 УК, 

где К(Ё) и Е(#) означают полпые эллиптические йнте- 
тралы соответственно первого и второго рода. При малых Ё 
эллиптические иитсгралы можно разложить в ряды; 


з қар К 
322—359 (1935). 


М., Воппе!! М. К., Веи Зумет Тесі. Ј,, 14, 
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тогда 


4А ГА Е 
а= (1-4-..), 


56.13) 
2АЕ ё. ( 
ЕЕЕ 


2 


Как показывают соотношения (6.13), наш простой 
метод подсчета а, и @» оказался верпым в пределах 
принятой степени точности. Но они указывают также 
и на то, что простые равенства (6.10) и (6.11) в доста- 
точной мере точны даже и при умеренно больших зн 
чениях &. Поэтому отношение составляющей выходной 
‘переменной, имеющей частоту в, к составляющей с 
такой же частотой входной персмециой, т. е. частотная 
характеристика Ё, (2), приближенно определяется равеп- 
ством 


28. (6.14) 


Согласно (6.13) при малых ё амплитуду составляющей 
выходного сигнала, имеющей частоту «е, можно прибли- 
женно считать постоянной, опредсляемои всецело свои- 
ствами реле. Кроме того, отношение составляющей ча- 
стоты ә; выходной переменной к составляющей этой же 
частоты входной переменной равно 4А/=Е,). Таким обра- 
зом, усиление реле по составляющей с частотой о, на 6 96 
превышает усиление по составляющей с частотой ®. 

Теперь становится очевидным, что предыдущие рас- 
суждения можно обобщить на случай, когда вместо 
сигнала Е, япоЁ мы имеем сигнал х(/) произвольной 
формы; амплитуда которого гораздо меньше амплитуды Еу 
Установившегося колебания. Основной результат для этого 
случая можно сформулнровать следующим образом: если 
пренебречь модуляционными членами более высокого, 
порядка па том основании, что опи ничтожно малы или 
подлежат, в конечном счете, подавлению посредством 
надлежащей фильтрации, то поведение реле, находящегося 
под воздействием входного сигнала 


Е,зіпе х (2), 
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Е] 
где х(!) мало по сравнению с Ех, в основном подобно — 
поскольку речь идет о передаче входного сигнала — пове- 
дению линейной системы, обладающей частотной харак- 
теристикой (6.14). 


6.5. Следящие системы колебательного управления, 
модулируемые колебаниями, снимаемыми с выхода этих 
систем. Теперь мы подготовлены для дальнейшего иссле- 
дования следящих систем колсбательного управления. 
Мы уже видели, что в части передачи сигналов един- 
ственное следствие введения в систему устаповившихся 
колебаний выражается в превращении релейного устрой- 
ства в подлинно липейное звено, обладающее положитель- 
ной веществепгой частотной характеристикой. Отсюда 
следует выгод о возможности с самого пачала рассмат- 
ривать реле в казестве такого звена, боз всякого уломина- 
ния в явной форме о наличии в системе колебания 
Е пой, и далее подходить к исследованию этой си- 
стемы исключительно с помощью методов и понятий, 
изложенных в предыдущих главах. Эту поистине новую 
и превосходпую методику предложил Ж. С. Лозье '}?). 

До сих пор мы предполагали в пелях простоты, что 
системе присущи фильтрующие свойства, необходимые 
для подавления нежелательных модуляцнонпых гармоник, 
поступающих в систему через посредство реле. Мо по- 
пятно, что в практических условиях иногда требуется 
вводить в систему дополпительные фильтры для повыше- 
ния се фильтрующих свойств. Разумеется, что каковы бы 
ни были. фильтры, имеющиеся в системе, они должны 
обладать способностью пропускать полезные сигналы. 
Это обстоятельство, рассматривасмое вместе с другими 
нашими заключениями, приводит пас к выводу о том, 
что частота «, должна быть выше всех частот, лежащих 
в важных частях спектра Фурье передаваемых сигналов. 


1) Математическое обосновалие метода липеаризацин нелинейных 
систем путем наложенных колебаний имсется п книге Н. Н. Бого- 
любова «О некоторых статистических методах в математической 
физике», АН УССР, 1945, стр. 7.— Прим. перга. 

2] Эквивалентная  линеаризация рассматривалась в работах 
А. А. Красовекого (Автоматика н Телемеханика, 9, 1 (1948)) и Г. С. 
Поспелова (Труды ВВА им. Жуковского, вып. 335, 1949). Лрим. ред. 
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Вне зависимости от фильтров, которые мы можем 
вводить в систему, выходная переменная всегда будет 
содержать в качестве составляющей колебание с часто- 
той оо. Полезно отметить, что амплитуду этой состав- 
ляющей иногда даже пежелательно снижать при филь- 
транни до величины, меньшей определенного уровня. 
В самом деле, такое колебание создает «динамическую 


| еле | Фильтры пены |-> 
| | видат» 
Цепь 
обратной ЕН 
за 
Фиг. 47 


смазку», приводящую к уменьшению влияпия сухого 
трения, зазоров в мсханических передачах и других 
паразитных нелинейных явлений, обычно ухудшающих 
качество следящих систем. 

Выше мы не сказали ничего вполне определениого 
о способе введения в реле колебания Е, зіп оѓ. Мы только 
вскользь упомянули, что его может создавать вспомога- 
тельный генератор. Системы, в которых это колебание 
вводится именно таким образом, имеют известные преиму- 
щества в смысле гибкости работы. Но недостаток их 
состоит в излишнем усложнении оборудования. Мы дадим 
теперь.^ краткое описание различных следящих систем 
колебательного управления, устроенпых таким образом, 
что эте колебание создает сама система. 

Рассмотрим систему, представленпую схематически 
на фиг. 47. Пусть система рассчитана так, что при отсут- 
ствии входного сигнала опа колеблется с частотой ор, 
определяемой фазовыми сдвигами липейных элементов 
в цепи обратной связи. Как мы уже отмечали, реле ведет 
себя по отношению -к этим колебаниям как подлипно 
линейное звено, обладающее частотной характеристикой, 
убывающей с ростом амилитуды колебаний. Амплитуда 
колебаний сама устанавливается так, что коэффициент 


6.5. Следящие системы колебительного управления __129 


усиления по контуру, определяемый усилением реле и ли- 
нейпых звеньев, оказывается равным единице, 

Предположим тенерь, что на систему действует вход- 
ной сигнал. Если соответствующий сигнал рассогласова- 
ния на входе реле достаточно мал, то усилепие постоян- 
тюго колебания, осуществляемое этим релейным устрой- 
ством, почти пе мепяется и система продолжает коле- 
баться с частотой и амплитудой, зпачения которых почти 
не отличаются от первоначальных. Как уже было отис- 
чепо, но отношению к этим сигналам релейное устройство 
ведет себя как липейное звено, у которого коэффициент 
усиления па 6 025 мепьшс коэффициента усиления для 
постоянпото колебания, Ясно, что при таких условиях 
данная слодящая спстема является следящей системой 
колебательного управлепия, которая была описана выше. 
Единственным повы обстоятельством здесь является то, 
что частота и амплитуда модулирующего колебания 
Вот определяются самой системой, а не независимо 
от нее, как ло сих пор молчаливо предполагалось !). 

Во всех рассуждениях об этой системе как о следящей 
системе надо только приписать релейному устройству 
собетвенпую эффективную передаточную фупкиято, а затем 
слелонать методам, указанным в предыдущих главах ®). 
Нам нет надобности в явной форме учитывать постоянное 
колебание. Однако требование, в силу которого система 
должна дейсавовать еще и как геператор, в изаествой 
мере ограничиваег напі возможности в смысле Улучшения 
качества иродесса отслеживания. Остановимея па этих 
ограпичениях несколько подробнее. 


1) Это <войство япляетея основным в автоколебательных систе- 
мах, к которым олкосится рассматриваемая слетема. Сушеслповатне 
автоколебапий обесиечилается наличием п епслеме релейного звспа 
П, 6. 13. 42, 43]. — Прим. перев. 

1) Физически линсаризпруя систему лоередетпом молулядип 
указаным здесь методом, мы можем рассматривать ее как линейную 
только с зочки зреция процесса преобразования входного сигпача 
в выходиой сигна: системы. На по своим структурным спойетпам 
система благодаря наличию реле остается нолинойной и поэтому 
работает в режиме автоколебаный, используемых дая приближенной 
физической лкнеаризацин процесса прохождения сигналов через 
систелу.—- Прим. перев. 
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Пусть Ё(5) означает лерслаточную функцию цепи 
обратной связи дия сигналов, определяемых равенством 
(6.14). Тогда передаточиая функция для установившегося 
(модулирующего) һолебания равна 2/ (5), и ввиду того, 
что система всегда работает я колебательном режиме, 


передаточная функция 1--[1/22(5)|] замкнутой системы 
имсет чисто мнимый пуль == ,. Поэтому 


ЗР) = -- 1. 


Следовательло, кривая на диаграмме Найквиста, описы- 
ваемая точкой 1/7 (5) при перемещении точки $ вдоль 
мнимой оси, необходимо проходит через точку --2. 
С другой стороны, для обеспечения удовлетворительного 
качества слежения течение этой кривой должно отвечать 
условиям, выявленным в гл. 1У, включая и то условие, 
что она не должна проходить вблизи точки — і. Очевидно, 
что для рассматриваемых систем выполнение этих усло- 
вий затруднительно в большей мере, чем в других 
случаях, где указанное ограничение отсутствует. В этом 
смысле такие азтоколебательные следящие системы менее 
гибки, чем следящие системы колебательного управления, 
в когорых модулирующее колебание создается независи- 
мым генератором. 

При использовании автоколебательных систем необ- 
ходимо соблюдать элементарпую предосторожность: для 
того чтобы кривая, которая принудительно проходит 
через Точку —2, избежала сближения с точкой — 1, 
она должна пересекать вещественную ось в топке — 2 
перпендикулярно к последней. Для этого необходимо, 
чтобы. в окрестности частоты колебаний системы функция 
ЈР (№) изменялась медленно по величине и быстро 
по фазе. 


6.6. Обобщенные следяшие системы колебательного 
управления. Реле представляет собой велипейное устрой 
ство. Но путем сочетания управляющего сигнала с сину- 
сондальным колебанием высокой частоты и большой 
амилитуды можно добиться того, чтобы выходная пере- 
менная системы изменялась прямо пропорциопально вход- 
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ной переменной!). Таким образом, основная идея сле- 
дящих систем колебательного управления заключается 
в физической липеаризации нелинейной системы). 
Ж. М. Лёб 5) *) показал, что эта идея применима к любой 
нелинейной системе, и назвал этот метод обобщенным 
методом физической линеаризации следящих систем. 
Полученные в результате применения этого метода си- 
стемы мы будем называть обобщенными следящими 
системами колсбательпого управления. 

Рассмотрим некоторую функцию у(х), где у— выход 
системы, а х – ес вход. Если вместо переменной х мы 
подставим сумму х '-е, где в гораздо меныше х по абсо- 
лоютной величине, то, коль скоро у(х) – функция голо- 
морфная, можно разложить 3 (х + =) в ряд Тэйлора 


О 


81 (49) +.... (6.15) 


хо 2 Хах? 7 


Определим теперь вход х как периодическую функцию 
времени # с периодом Т, считая є постоянной. Тогда 
очевидно, что у(х) также является периодической функ- 
цией времени с тем же периодом Т. Тот же вывод 
справедлив и для функций ау/4х и @у/ах?. Периоди- 
ческие же функции мы можем разлагать в ряды Фурье. 
Тогда, пренебрегая членами, содержащими = в степенях 
выше первой, получим 


2 
уб) е а У (а, бозлы В, вілы) 
ра 


р е[аь-+- У, (а совпоЁ- 6, 5їп лог)], (6-16) 


где о = 2л/Т — частота входного колебания х. 

Если = не является в точности постоянной, а пред- 
ставляет собой медленно изменяющуюся функцию от ѓ 
в том смысле, что ее основная частота гораздо мепьше 


2) Эта пропорциональноеть, т. е. лилейпость, является прибли- 
зительной и буаст тем более Точной, чем меньше влияние высших 
гармоник. — Прим. перев. 

зу См. примечание?) на стр. 129.— Прим. перев. 

з) Соер Ј. М., Апп. де Теесотиаіса(іопэ, 5, 65—71 (1950). 

$ Сы. также статью Лёба в [44].—- Прим. перев. 


9* 
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частоты ш, то уравнение (6.16) попрежнему остается 
приблизительно верпым. Теперь будем рассматривать 
функцию у(х) как соотношение между выходом и входом 
в нелипейном устройстве, фупкцию = (2} — как управляющий 
сигнал, а х(-как наложенпое колебание высокой 
частоты и большой амплитуды, ве обязательно синусои- 
дальное. Составляющая выхода пелинейного устройства, 
характеризующая влияние сиглала, определястся вторым 
членом в правой частн (6.16). Так как частота ® тораздо 
выше частоты сигнала = ({), то периодическую функцию, 
изображеемую рядом Фурьс 


а 4 У (а, соѕлы 4-б, 9іллей), 
Е] 


можпо рассматривать как несущую, тогда как =(2) пред- 
ставляет собой модулирующую функцию. Проведенное 
рассуждение основано па существовании испосредетветой 
зависимости у(х) между входом и выходом нелинейного 
устройства. По, как показал Лёб1), уравнение (6.16) 
спрапедливо также н в случае более общей зависимости 
между у и х, определяемой посредством функционалов; 
эго означает, ч1о переменная у зависит в момент вре- 
мени { не только от мгновенного значения х при том 
же Ї, по также от всех предшествовавших зпачений х. 
Это обобщенное понятие соотношения между входом. 
И выходом включает в себя соотношения, определяемые 
характеристикой типа гистерезиса, в том числе и харак- 
теристикёми зазоров в механических передачах, п пригодно 
для описания почти всех нелинейных устройств, встре- 
чающихся в прикладных задачах. Поэтому в обобщенных 
следящих системах колебательного управления выходным 
сигпалом пелинейного звена служиг модулированная 
несущая. Больше того, по отношению к сигналу вход 
и выход связаны линейной зависимостью. 

Пусть теперь паложениое колебание имест вид сим- 
метричной волны — например синусоиды или пилообразного 
колебания, изображенного на фиг. 48. При этом условии, 


1) В работе, уназанной в примечания) ла стр. 131.— Йрия. перев. 
р Р 
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если у(х) – функция четная, т, е. если 


00) =0(— 5) 
и ИҢ ЯЯ (6.17) 
а М авла? 


то между периодическими функциями у(х) и 4у/4х имеют 
место следующие фазовые соотношения: 


Убит 


2, 
(2 2н, Э) (6.18) 
ТОЛИ акт 
А 4+1 
Из этих соотношепий следует, что в данном случас 
аи = Б = 0, а= 0 (и — четное). (6.19) 


Поэтому, пренебрегая зысшими гармониками, можно пред- 
ставить посущую как синусоидальпое колебание частоты є. 


2(1) 


РА 
5 


а 


Фиг. 48 


Но именно это и характеризует следящие системы на пере- 
менном токе, рассмотренные в предыдущих пунктах. 
Следовательно, описанпый в пих метод спнтеза можно 
применить н к этому классу обобщенных следящих 
систем колебательного управлепия. Гели же и(х)— 
функция нсчетная, т. е. если #(х)= —и(-х), то для 
этого слуная можно выписать равенства, аналогичные 
равенствам (6.17) и (6.18), и, далее, 


а= = 0 {у — нечетпое). (6.20) 
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Пренебрегая высшими гармониками, мы возвращаемся 
к системе, подобной следящей системе колебательного 
управления, рассмотренной в п. 6.4. 

Из проведенного рассуждения следует вывод О ТОМ, 
что методом наложепия установившегося колебания 
на входной сигнал можно линеаризировать характеристику 
нелинейного звена следяшей системы и тем самым прев- 
ратить систему в следящую систему колебательного упра- 
вления улучшенного качества. Кроме того, такие следящие 
системы можно разрабатывать с помощью методов, уже 
изложенпых в этой главе. 


Глава УП 
СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ ПРЕРЫВИСТОГО ДЕЙСТВИЯ 


Все рассмотренные до сих пор следяние системы пред- 
назначены для работы от сигналов, заданных в форме 
функции от пепрерывной переменной 2. Встречаются, 
однако, такие случаи, когда сигналы, от которых работает 
следящая система. задаются в форме фуикций от дискрет- 
яой переменной. Эти случаи имеют место, папример, в ус- 
ловиях, когда нам задан входной сигпал, полученный по- 
средством определения значений функции х(#) в равно- 
отстоящие один от другого моменты времени 0, #. 24, ... + 
В этих условиях входной сигнал вовсе не определяется 
в иптервалах времени между последовательными моментами 
съема сигиала. 

Естественно, что в рассмотрепных условиях нас инте- 
ресуют значения выходного сигнала в моменты съема 
входного сигнала. Следовательно, следящая система 
должпа действовать так, чтобы корректирующее воздействие 
на выходной сигнал зависело только от этих значений, 
а не от тех, которые выходной сигнал может принимать 
в интервазах вне точек съема. Следящую систему, пред- 
зазначенную действовать указанным образом, можно на- 
звать следящей системой прерывистого действия. В этой 
главе мы кратко изложим теорию линейных следящих 
систем указанного типа, которая, по существу, весьма 
сходна с теорией непрерывных следящих систем, разобран- 
ной в предыдущих главах. 


7.1. Выход цепи прерывистого действия. В качестве 
простейшего образца следящей системы прерывистого дей- 
ствия мы будем рассматривать систему, изображенную 
на фиг. 49. Эта система содержит обычные цепи: прямую 
пепь и цепь обратной связи, Существенно новая особен- 
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пость системы состоит в наличии в цепи обратной связи 
ключа, лействующего периодически так, что эта цепь 
бывает замкнута только па протяжении коротких про- 
межутков времени, в равноотстоящие один от другого 
моменты времени 0, 1, 2, ...'). Размещение внутри 


= 


дель обратной 
связи 
Фиг. 49 


системы звеньев, запасающих эпергию (частотно-селектив- 
ных звеньсв), отражается па соответствениой теории только 
в деталях. Мы воспользуемся поэтому возможностью не» 
сколько упростить изложекие, допусгив, что передаточная 
функция прямой пеши не зависит от частоты”). В этом 
слусае существенно, чтобы ключ был расположен в указан- 
ном на фиг уре месте. 

Дальнейшес исследование основано па предположений 
о том. что промежутки времени, на протяжении которых 
ключ остается замкнутым, достаточно коротки; поэтому 
можно считать. что на цепь обратной связи воздействуют 
последовательные импульсы и что реакция #,(!) цепи 
обратной связи на импульс является непрерывной функ- 
цией. Последнее предположение означает, что при малых 
значениях { реакция А, (Ѓ) имеет порядок роста #, п > 1. 
Тогда йь (1) не имсет разрыва при {=0. Обозначив через 


1) Теопезимески эти короткие промежутки времени суть назлиро- 
ванные моменты, 7, е. точки из оси К, почему и можно говорить 
об этих промежутлах как п моментах 0, в. ... . "Нрёьм. перев. 

2} «Ках будет видно из лальнейл.ега, вопреки утвепждению автора, 
допулелне о постоянстве передазочной фунчини прямой цени лежит 
в осполе всего последующего анализа. При отказо от этого лопуще- 
ная уравзепие (7.2) становится непгимеяпмым и, по существу, мы 
приходим к зпазительто более сложной зачаче, требукилей иного 
метода решения» (примечание Я. Цыпкина на стр. 108 книги 
Махкола (см. стр. 116), материал которой используется Цяцем в этой 
главе). —Прим. перев. 
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Е,(5) передаточпую функцию цепи обратной связи, мы 
установим, что, в силу общего соол 
тю 

ў Г, (5)е° 45. (7.1) 


где т- вещестпенпая лостояпиая, превьызпающая веществен- 
ныс части всех полюсов функции Ё, (8). Еели при доста- 
точло больших 5 фупкция #, (5) ямеет порядок роста Е 
то на осповании «словаря» оригиналов и изображений 
(табл. |, стр. 23) фупкция А, (1) имест при малых / поря- 
док роста #"-'. Из условия непрерывности фупкции А, (Й) 
при # = 0 следует, что т должно равняться по крайней 
мере двум. Таким образом, при достаточно больших 5, 
Е, (8) стремится к нулю по крайней мере так же быстро, 
как функция 1/52 
Теперь уже оҷепилто, что если входной сигнал х (ў} 
тождественно обращается в нуль при отрилательных значе- 
ниях #, то змачение выходного сигнала 0 (2) в пыбрапшый 
момент пі, съема сигнала определяется суммой влияни 
всех предшествующих импульсов и выражается формулой 


аи) = Вох (ив) — 6 У и (6) Ва №], (7.2) 


где Р, — передаточная функция прямой пепи, а @— доля 
периода включевия, на протяжепии которой ключ замыкает 
цепь. Произведение ку (А7) равно, таким образом, импуль- 
су, постуйающему на вход цепи обратной связи в момент 
=. 

Еби х(В н А, (2) известны в момепты съема сигиала, 
то значения 1 (0), 1 (4), (24), ... можно последовательно 
вычислить элемситарным путем с помощью формулы (7.2). 
Однако пместо того, чтобы идти этим путем, мы выберем 
более ясный иузь, который позволит устаповить связь 
между теорией следящих систем ирерывистого действия и 
теорией обычных еледящих систем, газобранной в главе 1%. 
Такой подход принадлежит Г. Р. Штибицу и К. Э. Шэн- 
нону 1 


1) См. также кипгу Я. 3. Цыпкина [501, - Прим. ред 
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7.2. Теория Штибица и Шэннона. Введем функции 


ое (п) ет", (7.3) 
У) = р уо) сч, (7.4) 
гоа етно, 25) 


Эти функции являются пернодическимн функциями комп- 
лексной переменной 5 с мнимым периодом 2=.. Поэтому 
фупкции х. уи А,, зависящие от аргумента лі,, представ- 
ляют собой коэффициенты Фурье. Техника пєрсхода от 
функций х(), и и 1,00) к функциям Хе (8), У* (5) 
и А%(5) имеет очень много общего с техникой обра- 
зования ссогветствующих изображений по Лапласу Х (5), 
У ($) и Ё, (5), определяемых соотношением (2.1). Здесь 
вместо непрерывно изменяющегося зремени фигурируют 
дискретные значения времени мі, и, следовательно, зпак 
иптеграла заменяется знахом суммирования. Поэтому пре- 
образования (7.3) - (7.5) представляют собой естественное 
видоизменение методики преобразования Лапласа при пере- 
ходе к задачам, связанным со следящими системами пре- 
рывистого действия. 

Сосредоточим пока свое внимание на том случае, когда 
все полюсы функини Ё, (5) расположены слева от мнимой 
оси. Тогла функция л, (/) при ё— оо убывает по экспонен- 
цийльному закону, и ряд в правой части равенства (7.5) 
сходится при всех зпачениях 5, у которых вещественные 
части превышают некоторую отрицательную постоян- 
ную. 

Что касается рядов в правых частях (7.3) и (7.4), то их 
сходимость зависит, конечно, от характера входного сигнала. 
Мы ограничимся рассмотрением только тех входных сигна- 
лов, при которых эти ряды сходятся таким же образом, 
как и ряд (7.5). Это сводится лишь к незпачительпым 
ограничениям, иалагаемым на входпые сигпалы х (1) и обыч- 
но припимаемым в теории неустановившегося режима, 
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Умножая все члены в обеих частях равенства (7.2) 
на в"? и затем суммируя но всем зпачениям п, получаем 


у» (5) = Е, [Х* (5}— № У ест РУ И(Е) (и — №]. 
0 60 
Но 


в У есчо У (р), (по ВЫ) = 
„0 о 
© л 
= 5 иб) етте 9 еВ, (п 66) = 
«208 


2 УХ» (иде оет А (ли) = ӨР" (5) У* (5). 


Процесс перехода от суммирования по п и А к сумми- 
рованию по ё и т = 1 — ё графически пояснен на фчг. 50, 


——+(п-к)=л 


я 


Фиг. 50 


где заштрихованная область является областью, в которой 
выполняется суммирование. Поэтому 


(8) = РХ (5) — 924 (8) У* (5)] 
или 
уУ* (х) Ғ\ 
хе (5) ГЫ)” 
Сотношение (7.6) является апалогом основного соот- 
ношения (4.3), относящегося к следящим системам непре- 
рывного действия, рассмотренным выше. Различие же 
межлу этими соотпошепиями обусловлено свойствами соот- 
ветствующих функций. Мы остановимся на этом позже 
Примем теперь такое предположение о характере функ- 
ции 0 (л/,), в силу которого ряд, определяющий функцию 


(7.0) 
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У* (5), сходится при всех значеннях $, обладающих не- 
отрицательными вещественными частями, В этом случае 
данный ряд сходится и при чисто мнимых значениях 5. 


Пусть 5= #2. Тогда 
> 
У (ів) ето" У бево етю, 
Поэтому 
или 


Үз (гв) ечозг дю. 


«в 


Положив йә= 5 и ію, == 5,, получим окончательно 


ЕШ 


К 


\ У (5) ев ге, 
5 


(нь) = 


В силу теоремы Коши об иптеграле от фупкции комплекс- 
ной переменной имеем 


а РХ (8) о 6 (7.7) 


ева иг | РЕА 45 


г 


где Г (фиг. 51) означает контур интегрирования, соединяю- 
щий две точки, удаленные одна от другой на расстояние 
2=/ь и лежашие па миимой оси плоскости комплексной 
перемепной $; этот коптур проходит справа от всех особых 
точек подинтегральной фупкции. Приведенное здесь опре- 
делепие контура Г нвляетса настолько общим, что уравне- 
ние (7.7) остается справедливым даже в том учас, когда 
функция У*(5) имеет полюсы с положительной веществен- 
ной частью. 

Благодаря периодичности функций Х* (5) и А (5) мы 
можем дополнить контур Г пуйкгирными прямыми, парал- 
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лельными вещественной оси; значение интеграла при этом 
не изменится. Образованный таким образом контур будет 
содержать все полюсы подинтегральной функции. Но можно 
показать, что для широкого класса практически примени- 
мых входпых функций функция Х* (5) пе будет иметь по- 
люсов с положительными вещественными частями, В этом 
случас единственным 
возможным ИСТОЧНИКОМ 
неустойчивости явится =—————— 
наличие в знаменателе 
подинтегралыюй  фуик- 
ции в (7.7) пуля с поло- 
жительной вещесғлєн- 
ной частью. Таким обра 
зом, совершенно апало- 
гично условию стон- 


Плоскость $ 


чивости в следящих си- 


стемах пепрерывисго 
действия пеобходимое и 
достаточное условие устойчивости следящих систем пре- 
рывистого действия заключается в том, чтобы уравнение 


1-07. (9) 20 (7.8) 


не имело коркей в празой части плоскости комплексной 
перемсепной 5. Покажем теперь, каким образом можно опре- 
делить с помощью надлежащего видоизменения критерия 
Найквиста (п. 4.3), выпоинястея ли это условис. 


7.3. Критерий Найквиста для слелящих систем пре- 
рывистого действия. Ввиду периодичиости функции АР (5) 
достаточно ` определить, имеет ли уравпепие (7.8) корни 
в горизонтальной полуполосе ширипой 22:/7,, простирающей- 
ся вправо от мнимой оси (фиг. 52), или же пет, 

Предположим, что функция 2? (5) не имсет особых точек 
на мнимой оси и вправо от этой оси, а также, что функ- 
ция 1+ 07,Ё* (5) пе имеет пулей па мнимой оси. Мы будем 
также предполагать, что уномянутая горизоптальлая полу- 
полоса расположена так, что функция 1 = 0Р,Рў (5) пе имеет 
нулей на ее горизонтальных сторонах. Пусть теперь точка $ 
описывает замкнутую кривую АВСРА, показанную ча 


142 Га. УП. Следящие системы прерывистого действия 


фиг. 52. Конец вектора 0. Р# (5) описываст при этом не- 
которую замкнутую кривую типа кривой А'В'С'Р'А', изо- 
бражекной на фиг. 53 (мы не пытаемся точно панести 
кривую, олисываемую концом этого ректора}. Когда точка 
5 пробегает отрезок АБ, конец вектора перемещается вдоль 
кривой А’В’. Когда точка з пробегает отрезок ВС, коней, 
вектора перемещается вдол дуги В”С’, причем вследствие 


2] в, 
3+ Г 
Плоскость в 
И 
д 
57 с 
Фиг, 59 


периодичности функцин Аў (5) В'С' представляет собой 
замкнутую кривую. Когда точка $ пробегаст отрезок СР, 
конең упомянутого вектора перемещается вдоль дуги С'О’; 
вследствие периодичности функции Ё ($) С’Р”’ совпадает 
с А’В' с точностью до паправления обхода. Наконец, когда 
тозка $ пробегает отрезок РА, конец вектора перемещается 
вдоль дуги ЮА’, являющейся замкнутой кривой 

Согласно тсореме Коши, уравнение (7.8) имсет корни 
в прямоугольнике АВСР или не имеет их в этом прямо- 
угольнике в зависимости от того, не равно или равно нулю 
число полных оборотов раднуса-вектора, проведенного из 
точки ‘1 к текущей точке 9^,2*(5) при обходе этой 
текущей точкой контура 4’В’С”Р’А”. 

Рассмотрим теперь, что происходит, когда сторона ВС 
прямоугольника, показанного на фиг. 52, удаляется з бес- 
конечность. С помошью соотношения (7.5) легко устано- 
вить, что замкнутая кривая, образованпая дугой В” на 
фиг. 53, стягивается при этом в точку. Следовательно, 
характерная кривая сводится х дуге Р’А’. Уравнение (7.8), 
очевидно, имеет корни в рассматриваемой полосе или не 
имеет их в ней в зависимости от того, отлично от нуля 
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или равно нулю число полных оборотов радиуса-всктора, 
проведенного из точки — і к полученной таким образом 
предельной кривой. В этом и заключается критерий Най- 


квиста для простых сле- ГЕТА 


дящих систем прерывисто- комплеясной 
переменной 


го действия !). 

Мы изложили здесь ос- 
повы теории Шивбица— 
— Шэпнона, посвященной 
исследованию следящих си- 
стем прерывиетого дейст- 
вия; эта теория как по ее 
содержанию, так и по фор- 
ме весьма сходна с теорис! 
следящих систем пепре- 
рывного действия. 


7.4. Установившаяся ошибка следящей системы пре- 
рывистого действия. Если на вход системы подана единич- 
ная функция, т. е. 


хе) = Уе У 6-6)" 


а=0 а=0 


то, согласно (7.7), 


Ў ОР е" 5 
о Е 0 е. РОТИ 
Но Пети 0А (5)1 


При и ~» оо единственным полюсом, имеющим существен- 
ное значение, является лишь полюс в начале и 


п (0) = ЕТО (7.9) 


п 


Это соотношение определяет услановившееся значение вы- 
хода ири постоянном единичном входе. Поэтому условие 
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достаточной малости (по абсолютной величине) установив- 
шейся ошибки дящей системы прерывистого действия 
выражается соотиошеннем 


Руа 16Р, (0) 


или 


(7.10) 


Последнее соотпощение доставляет приближенное значе- 
пие коэффициента усиления ирямой цеви, которое будет 
иметь место при точном воспроизведении входа выходом. 
Соотношение (7.10) дая следящих систем прерывистого 
действия апалогично соотношению (4.11) для следящих 
систем пелрерывпого действия. 


7.5. Вычисление функции 2; (5). Нам остается сделать 
еще один шаг, прежде чем можно будет сказать, что 
наша теория следятих прерывистого действия 
имест практическое значение. Обе функции Ё,(5) и Е*{5) 
являются характеристиками цели обратной связи: 5} 
характеризует эту цепь, когда она применяегся как 
часть следящей системы иепрерывного действия, а 25 ($) — 
когда цепь образует часть следящей системы прерыви- 
стого действия. С математической точки зрепия первая 
функция гораздо проще второй; к гому же опа является 
функцией, непосредственио используемой в известных 
методах расчета цепей. Поэтому важно установить в03- 
можно более прямую связь между эгими функциями, 
[еј целью напомним, что Ё* ($) - функция, пери- 
одическая опюсшельно $ с чисто милмым периодом 

231: Далее отметим, что при исследованин данной 
системы по способу Пайквиста трсбустея рассматривать 
частотную характеристику С“ (49) только ца ингервале 
хех Е 
0 СИЕ 10 р 

Предполагая, чо вещественная пасть 5 иревосходит 
число ү, являющееся, в силу наших предположений, 
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отрицательным, подсчитаем Ё} (5) с помощью (7.1) и (7.5); 


у-ва 
Р,(9)ет 44 = 
тю 
до 95. 
{ Р,(9) 9 У, е" 6-40 = 
й п=0 


тыю 


б 
2л 


Ез) 49 
п. (1) 


Вычислим правую часть равенства (7.11) методом выче- 
тов. Полюсами подилтегральной функции являются полюсы 
фупкции Р, (5), лежащие слева от пути интегрирования, 
и корни уравпения 1— е9 "Ф = 0, лежащие справа 
от него. Легко видеть, что интегрирование по прямой 
от ү — 105 до 1+ іоо равносильно интегрированию но ча- 
совой стрелке по замкнутому контуру, образованному 
этой прямой и полуокружностью бесконечного радиуса, 
расположелной в правой полуплоскости комплексной 
переменной 5. Следовательно, правая часть равенства 
(7.11) равна сумме вычетов подинтегрального выражения 
относительно различных корней уравнения 1 — е—' 8-9 = (), 
умножепной на —Ё. 

Но корнями последнего уравнения служат числа 
9= 5+ (2=іт/ї,), где т — целое число; вычет же подинте- 
гральной фуикции относительно полюса, соответствующего 


ш ). Поэтому в ре- 


этому корню, равен (Шау, (= 


зультате . получаем соотпошение 


(7.12) 


Эта формула позволяет более глубоко изучить свойства 
функции Р*(5) и иногда оказывается полезной при при- 
ближениых подечетах. Но можо легко получить точное 
выражение Ё (5) в конечной форме. 


10 цянь-Сюв-Сэвь 
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Функцию Р,(5) можпо представить как сумму конеч- 
ного чинела элементарных лробей в виде 


п 


Р,()= у 


где все коэффициепты а, и величины $, — постояпные, 
а п -- степень многочлена, служащего знаменателем функ- 
ции Ё, (5). Подставив это выражение функции Ё, (5) 
в соотношение (7.12), получим 


Е 09 (7.13) 


2 
т] ея) 
а 


Выпишем теперь известное представление сіћ 2 с помощью 
ряда 


Благодаря’ последнему соотношению можно фактически 
выполнить суммированне по индексу иг; тогда 


31% ] . (7.15) 


Эта формула позволяет точно вычислить Ё? (5) при любом 
значении 5. 

Когда р, очепь мало и величиной Е, (іъ) можло пре- 
небречь вые интервала — 7/4, < в < я, качественное 


течение функции Ё (ќе) пепосредственно очевидно из соот- 
ношения (7.12). В самом деле, винтервале — № < ө < ^/, 
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функция Г? (йо) приближенно равна функции Р, (іо). Точно 
также мы убедимся, что, когда #, велико, для Р (о) 
можно получить столь же простое приближение. Для этого 
запишем корень $, в виде 


ЕН, {7.16) 
где все №, и є, — вещественные величины, Согласно при- 
нятым допущениям, все величины А положительны. Тогда 
соотношение (7.15) можно преобразовать следующим 
образом: 


Е (о) 


5 ас {орь | әл} Я 
=! 


ТОСЕ 


Пею) ^ 


Позтому, когда &, велико, 


Е 


п 
(ды У а ен әтә), (7.17) 
№1 


Когда переменная 5 приинмает большие значения, разло- 
жение (7.13) можно представить в виде 


Но мы предноложили, что Р,(5) приближается к нулю 
по меньшей мере как 115% когда $ пеограниченно 203- 
растает (что обусловливает непрерывность выходной рсак- 
ция цепи обратной связи на импульсное воздействие); 
следовательно, 


(7.18) 


Поэтому равенство (7.17) преобразуется к виду 


Е (ёп) е0" ру аб. (7.19) 


10% 
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В реальных системах корпи 5, или представляют собой 
вещественные числа, или же встречаются в виде сопря- 
женных пар комплексных чисел. Поэтому копечная сумма 
в правой части (7.19) является всегда величиной веще- 
ственной и кривая, описываемая точкой Рў (іе) при изме- 
нении о от —=/Ё до ®/» представляет собой окруж- 
ность радиуса 


(7.20) 


7.6. Сравнение следящих систем непрерывного и пре- 
рывистого действия. Мы убедились в том, что при малых 
значениях № функция Р (йв) приблизительно совпадает 
с Е, (ію). В следящих системах непрерывного действия 
критерий устойчивости заключается в том, чтобы график 
функции Р.Е, (йә) не подходил к окрестности точки — 1. 
В следящих системах прерывистого действия к этой окре- 
стности не должен подходить график фупкции ВР,Е (1) 
или, иначе, график функции РР (ію) пе должен подхо- 
дить к окрестности точки — 1/8. Поэтому осли пас инте- 
ресует только вопрос об устойчивости, то следящие системы 
прерывистого действия могут работать при гораздо боль- 
ших значениях коэффициента усиления, чем системы 
непрерывного действия. 

Когда значения #, достаточно велики, то, в силу соот- 
ношений (7.19) и (7.20), критерий Пайквиста сводится 
к простому неравенству 


а 
ӨЕ. |1, х, аек | < 1 


Так как вещественные части корней 5, отрицатсльны, 
то радиус кривой, описываемой точкой Ёз (#5), очепь мал. 
Учитывая это обстоятельство, а также то, что величина 0, 
характеризующая лрололжительность замыкания ключа, 
мала, мы приходим к следующему выводу: прямая цепь 
системы прерывистого действия может работать при очень 
высоких значениях коэффициента усиления без наступления 
неустойчивости. Таким образом, при любой продолжительно- 
сти периода &, включения требования к следящей системе 
прерывистого действия, обусловливающие ее устойчивость, 
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налагают на систему гораздо меньшие ограничения по срав- 
нению с соответствующими ограничениями для следящих 
систем непрерывного действия. Может быть, этого и сле- 
довало ожидать, так как промежутки времени, на протя- 
жении которых цепь обратной связи оказывается замкну- 
той, весьма коротки, а на течение выходпой переменной 
системы вне этих промежутков не налагается никаких 
воздействий. 


7.1. Случай, когда функция ХЕ, (5) имеет полюс в на- 
чале. В практических условиях вполие возможно, что 
функция Р,(5) имсет полюс при 5-=0. До сих пор мы 
исключали этот с. и из рассмотрения, с тем чтобы 
избежать некоторых, впрочем, пезначительных усложне- 
ний. Теперь мы его кратко рассмотрим. 

Прежде всего заметим, что если величина 5 = 0 
является полюсом функции Ё, (5), то постоянная 1 должна 
быть положительной, а паще представление этой функ- 
ции в виде ряда останется справедливым только при зна- 
чениях 5, обладающих положительной вещественной 
частью. Далее отметим, что диаграмма Найквиста для 
этой системы также претерпеваст изменения, а именпо 
вместо замкнутой кривой мы получим разомкнутую кри- 
вую, копцы которой надо считать соединеипыми полуок- 
ружностью бесконечпого радиуса. 

Однако полученное выше выражение для фупкции 2% (5) 
в конечпой форме остается в силе. Положив 5 =0, мы 
получим аа основании равенства (7.15) 


Е (б) 


$ ао РА 


#=2 


А р СА 
2 [ — св Е 
Следовательно, когда ї, велико, мы приходим к выраже- 


нию, аналогичному (7.17), т. е. к выражению 


п 


Уч вк «0 7 


Е (ё 


1 ИС 
э [- а, в 5. 


Но, в силу равенства (7.18), 


ауры... На, = а 
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и поэтому 


г 
ЕЕ) — 6 ( геш) еә У ав. (7.21) 
8—2 


Постояццая а, конечно, вещественна и положительна. 
При изменении ® от —*/ до -- 70, первое слагаемое 
в правой части (7.21) определяет прямую, параллельную 
мнимой оси. Второе слагаемое в выражепин для Ё* (ів) 
определяет синусоидальпую функцию. Отсюда следует, 
что кривая Пайквисга представляет собой результат 
синусоидальной деформации прямой линии, 


Глава "УП 


ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ЗАПАЗДЫВА НИЕМ?) 


В настоящей главе мы введем в рассматриваемые 
нами линейные системы с постоянными коэффициентами 
еще один новый элемент: запаздывание по времени. Говоря 
о запаздывании = по времепн, мы имеем в виду, зто 
соотношение между различными переменными системы 
нельзя выразить в виде такого соотпошеция между этими 
переменными, в котором значения псех переменных отно- 
сятся К одному и гому же моменту времени ё; паоборот, 
злачения некоторых из переменных соответствуют моменту, 
а значения некоторых других переменных — более рапнему, 
моменту /(—т. Следовательно, переменные, заданные 
для момента # —*, запазцывают на промежуток времени т 
по отпотению к переменным, заданным дая момента #. 
Таким образом, это запаздывание по времени коренным 
образом отличается от постоянной времени линейной 
снстемы первого порядка, рассмотретой в п. 3.1. Системы 
с запаздыванием по времени (с запаздывающим аргумен- 
том) описываются двфферепциальпо-разностными уравне- 
ниями с постоянными коэффициентами и являются более 
сложными, чем линейные системы, рассматривавшиеся 
до сих. пор и описывавшиеся дифференциальными уравне- 
пиями. Системы с запаздывающим аргументом изучали 
многие исследователи, в частности А. Каллендер, Д. Хартри 
и А. Портер?) и Н. Минорский 3). Нас, однако, интересует 
несколько более ограниченная задача. Мы хотим зпать, 


1) См. также [13, 29]. — Прия, перев. 

2) Са апаег А., Наг!гее “., Рогіег А., Тгапз. Коу. 
5ос., Топоп (А), 285, 415—444 (1985). (Изложение этой работы 
имеется в иниго [13] — рим. пере.) 

з) Міпогѕку К., Лошт. Аррі. Месћ. (АЗИГ),9, 67-71 (1942). 
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каким способом можно исследовать поведение следящей 
системы (с обратной связью), содержащей запаздывание т 
по времени. В частности, мы хотим видоизменить способ 
Найквиста (п. 3.4) так, чтобы он стал применим к систе- 
мам с запаздывающим аргументом. 

Мы изложим теорию систем с запаздывающим аргу- 
ментом, рассматривая конкретный пример такой системы, 
а имепно пример, относящийся к стабилизации режима 
торения в ракетном двигателе с помощыю системы с об- 
ратной связью. Вопрос о пеустойчивости режнма горения 
в ракетном двигателе изучали многие авторы. В нашем 
исследовании влияния запаздывания в ракетном дзигателе 
мы будем следовать работе Л. Крокко:). Для простоты 
рассуждения") рассмотрим только случай так пазываемых 
низкочастотных колебаний в ракетном двигателе, работа- 
ющем на одпокомпонентиом жидком топливе. 


8.1. Запаздывание во времени при горении. Введем 


обозпачения: ть ({)— масса горячего газа, образуемая при 
горении в единицу времени и соответствующая моменту 


времепи 2, ж, (#) — расход топлива на сгорание в момент 7, 
< (И — запаздывание по времени (временное запаздывание) 
той частицы жидкого топлива, которая сгорает в момент #. 
Тогда масса топлива, сгоревшая за промежуток времени 
между моментами # и Ё+4Ё должна равияться массе 
топлива, впрыснутой в камеру горения за промежуток 
времени между момептами 1 т и Ёт + 4({ - т). Следо- 
вательго, ў 


тат уа 


(8.1) 


Горячие газы, образовавшиеся в результате сгорания 
топлива, или используются для наполнения камеры горе- 
ния для повышения их давления р (#), или же выпуска- 
ются наружу через сопло ракеты в форме реактивной 
струи. Если частота возможных колебаний в камере го- 


оссо Г., Јошт. Ашег. Воскей Ѕос,, 21, 163—178 (1951). 
8) Последующее рассуждение основано на работе, опубликован: 
ной в ош. Атег. Боске! Ѕос,, 22, 256—262 (1952). 
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рения низка, то давление в камере можно считать одно- 
родным и в первом приближении!) газовый поток через 
сопло можно рассматривать как квазистационарный. 
В этих предположепиях массовый расход газа через сопло 
пропорционалеп плотности горячего газа в ракетном дви- 
гателе. Но в двигателе, работающем на однокомпонентном 
топливе, температура горячего газа почти не зависит от 
давления, при котором происходит сгорание топлива, и 
поэтому плотность этого газа пропорциональна только его 


давлению. Пусть т — устанозившийся расход массы в си- 


стеме, М, — среднее значение массы газа, находящейся 


в двигателе, р устаповившееся значение давления в ка- 
мере горения. Пренебрегая объемом, занятым пе сгоревшей 
еще частью жидкости, имеем 


Б Еі ета 
тыйт Руана см, И (8.2) 
р р 
Введем бсзразмерные переменные ф и є для давления 


газа в камере горения и расхода топлива на сжигавие, 
определяемые с помощью соотношений 


т. $ 


т 


Следовательно, $ н р представляют собой отпосительные 
отклонения соответственно давления газа и расхода топ- 


лива от йх установившихся значений. Исключая т, из 
соотношений (8.1) и (8.2) и учитывая (8.3), приходим 
к уравнению 


М, 4 
ое. =( 


а). (84) 


т 


Для подсчета величины 47/4 воспользуемся теорией 
Крокко о зависимости давления от запаздывания в сго- 
Пусть (р) – функция. определяющая скорость 
вки жидкого топлива к окончательному быстрому 
превращению в горячий газ; тогда запаздывание т под- 


1) Тзуел Н: $.. иги. Атег. Воск Ѕос., 22, 139-143 (1952). 
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считывается с помощью соотношелия 
1 
ў Нр) а = сопѕі. (8.5) 


Постоякную в правой части (8.5) можно рассматривать 
как количество тепла, которое необходимо сообщить еди- 
ниде массы холодпого впрыскиваемого топлива до ее 
воспламенения. Тогда функцию }{{ можло физически 
истолковать как скорость теплопередачи от горячих газооб- 
разных продуктов горения к вирыскиваемому в камеру 
горения жндкому топливу. Дифференцируя обе части (8.5) 
по Ё, получаем 


[01 (70002 


Теперь мы в состоянии дать в явной форме определе- 
ние малого отклонения одпородпой системы от ее устано- 
вившегося состояпия. Допустим, что отклонение давлс- 
ния р от сго установившегося значения невелико. Тогда 
функцию [(р) можно разложить в ряд Тэйлора около 
р-=р одип раз для момента #, а другой раз— для мо- 
мента {—*. Ограпичиваясь учетом только членов поряд- 
ков не выше первого, получим 


ПО 4), ае 
Па (не 


Здесь т — запаздывание при среднем зпачении р давлспия, 
т. е. тенерь = — постоянная. Следовательно, 


и аш 27 К 
1. (т), 519 0—96 90. 68.0) 


С ломощью уравнений (8.4) и (8.6) придем к выражению 


4% 
ат 


=0. 


+= 


ве) Бл [9 (2) 9 (2— 0], (8.7) 


где 


баъ 
"р «я 
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(8.9) 


а постоянная 0, рална отношению среднего значепия газо- 
образпой массы, находящейся в двигателе, к ередпему 
значснию расхода массы через двигатель. Таким образом, 
8, равно среднему зпачению промежутка времени между 
моментом образования горячего газа в результате сгорания 
топлива и моментом сго истессния из реактивного солла. 
По этой причине 6, называют постоянной времепи газового 
потока, При далькейших подсчотах мы будем выражать 
время в единицах этой основне постоянной времени, 
Переменная 2 прелставляег собой безразмерное время, а 
$ — безразмерную постоянную запаздывания процесса го- 
рения. 

Фупкция / (р) пропорциопальна р”, где и — посгояпная, 
не зависящая от р. В такой форме задает функцию [(р) 
Крокко. Мы же рассмотрим случай, несколько более об- 
щий в том отношении, что зависимость ў (р) может быть 
произвольной, а величина и подсчитывается с помощью 
(8.8) и является функцией от р. Пели рассматривать } (р) 
как скорость теплопередачи от горячих газообразных про- 
дуктов горения к впрыскиваемому в камеру горения жид- 
кому топливу, то из физических законов теплопередачи 


1 
хлючено между 5 и |. 


следует, что значение из 


8.2. Диаграмма Сатче. Пеустойчивость процесса го- 
рения при равномерной подаче топлива в камеру горения 
Крокко ‘назвал пеустойчивостіыо, органически присущей 
этому процессу. Если количество топлива, подаваемого 
в единицу времени в камеру горения, определяется по- 
стоянной, не зависящей от давления р в э камере, то 
в==0. Следовательно, устойчивость системы определяется 
простым урапнепием, получаемым из уравнения (8.7): 


9 (п) (0) гте- =. (8.10) 


К уравлению (8.10) можно применить метод преобра- 
зования Лапласа так, как он применяется к уравнениям, 
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не содержащим запаздывающего аргумента и рассмотрен- 
ным в предыдущих главах. Именно в этом заключастся 
прием, который использовал Г. И. Ансов"). Однако 
данное основное уравнение, с помощью которого иес: 
дуется задача об гойчивости горения. пе содержит 
вынуждающего члепа. Поэтому примепение классического 
метода решения линейных дифференциально-разиостпых. 
уравнений доставляет болес прямой подход к задаче. 
Таким образом, мы будем искать (2) в виде экспопенты: 


$(2) — е. 


Подставив это зпачение ф (2) в уравнение (8.10), по. 
характеристическое уравнение 


= (1-я) й 


0 (8.11) 


относительно показателя $ степени. 

Уравнение (8.11) можно также получить и с помощью 
преобразования Лапласа, применив последнее к исходпому 
уравнению (8.10). Умножая обе части этого уравнения 
на е-*= и затем интегрируя по 2 в пределах от 2= 0 до 
2== со и обозначая через Ф (5) изображение по Лапласу 
функции ©(2}, приходим к равенству 


өр (8) — 900+ 01-—л)Ф (0) я (2—8) етй: 0. 
3 
Но 


{ Ф(2— 2) е9 2 
8 


е9 (а ете 9 
о 


0 
= ете 48) заем а 


Поэтому если выбрать нача: 
при 2.50 (так называемые п 


ьные злачения так, что ф= 0 
‘левыс начальные условия), то 


[8-01 и) - пе-*] $ (5) = 0, 


1} Апзой Н.Т, Јонг Аррі. Месі, (АЅМЕ), 16, 158 — 164 (1949). 
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откуда мы виовь получаем уравнение (8.11). Здесь ком- 
плекспая переменная $ имеет тот же смысл, который она 
имела в предыдущих главах. Единственное различие между 
комплекслыми переменными $ настоящей главы и пред- 
шествующих глав состоит в том, что здесь комплексная 
перемешая 5 приведепа к бсзразмерной форме с помощью 
постоянной б, времени газового потока. Интересно также 
отметить, что если бы уравнение (8.10) было неоднород- 
ным, т. е. содержало бы в правой части вынуждающий 
член, то уравнение, которое получилось бы в результате 
применения к упомяпутому неоднородному уравнению 
преобразования Лапласа, оказалось бы также неоднород- 
ным. Очевидно, что функция 


(9) = 


5 ие 


служит передаточной функцией рассматриваемой системы, 
причем выходной функцией служит $(2). Таким образом, 
функция Ё (5) является еще одним примером трансцен- 
дентной передаточной функции. 

Крокко нашел значение комплексного корня $ с ло- 
мощью решения системы двух уравпепий, соответствующих 
вещественной и мнимой частям уравиения (8.11). Однако 
если нас интересует задача об исследовании устойчивости 
системы, то можно с успехом воспользоваться теоремой 
Коши, приведенной в п. 4.3. Введем обозлачение 


_  бы-е -(-=-5). (8.12) 


Тогда ответ па вопрос об устойчивости системы будет 
зависеть от того, имсет ли функция С(5) нули в правой 
полуплоскости комплексной переменной 5. А на вопрос 
о наличии или отсутствии таких пулей С (5) можно отве- 
тить, если проследить за изменелием артумента функции 
0 (5), когда $ обегает полуокружность, охватывающую 
правую полуплоскость $ (фиг. 31). Если при этом вектор 
С (5) совершает целое число оборотов но часолой стрелке, 
то на основании теоремы Коти это число оборотов равно 
разности между числом нулей и числом полюсов функ- 
ции С(5) в правой полуплоскости 5. Так как, очевидно, 
($) не имеет полюсов в этой правой полуплоскости, то 
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число оборотоз вектора 0 (5) равно числу нулей 0 (5). 
Следовательно, условие устойчивости системы состоит 
в том, чтобы вектор 0 (5) не совершал целого числа обо- 
ротов при обходе указанной полуокружности. Поэтому 
вопрос об устойчивости системы можно выяснить © по- 
мощью кривой Найквиста. 

Однако непосредственное применение этого метода 
к исследованию интересующих нас свойств функции С(5), 
определенной равенством (8.12), связапо с известным 
неудобствами, обусловленными присутствием члена её “*, 
характеризующего запаздывание, М. Сатче 1) предложил 
очень изящный и остроумный метод исследования таких 
систем с запаздывающим аргумептом: вместо того чтобы 
рассматривать функцию 6 (5) пеноередственно, разобьем 
ее на две части: 


005) = 21 (5) - 8: (5), (8.13) 
где 


(8.14) 


Таким образом, при этом разбиении конец вектора С (5) 
лежит на кривой, описываемой копцом вектора &, (5), а 
начало @ (х) лежит па кривой, описываемой концом век- 
тора =. (5). Кривая 2; (5) при перемещении 5 вдоль мнимой 
оси представляет собой окружность единичного радиуса. 
При значениях 5, соответствующих точкам па полуокруж- 
ности большого радиуса, точки 0, ($) находятся впутри 
этого круга. Кривая #,(5) представляет собой прямую 
линию (фиг. 54), параллельную мнимой оси, когда $ пере- 
мещастся вдоль мнимой оси. Когда же 5 описывает полу 
окружность большого радиуса, то 8, {8} представляет собой 
полуокружносяь большого радиуса, замыкающую упо- 
мянутую кривую слева. Нетрудно сообразить, что для 
того чтобы вектор @ ($) ие совершал целого числа обо- 
ротов ни при каком зкачении временпого зап, здывания 5, 
кривая &,(5) должна лежать целиком вне кривой 81 (5). 


1) Зафевем,, Јошт. Арр!. М№есв. (АЗМЕ), 16, 419, 420 (1949). 
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Это ознкачаст, что условие абсолютной устойчивости) 
системы выражается неравенством 


і ли ф>а>0. (8.15) 


Теперь легко видеть, что разделение О (5) па две части 
8, (8) и 5.(5) приводит к большому упрощению исследуе- 
мых кривых Графическое построение, связанное с исполь- 
зованием фупкпий д, (5) и «2, (5), мы назовем диаграммой 
Сапе. 


Плоскость з 


Фиг. 54 


При п> Е кривые р, (5} и 4,($) пересекаются. Однако 


система всё ёщо может сохранять устойчивость; ДЛЯ этого 
требуется, чтобы внутри единичного круга на фиг. 55 
кривая 4,(5) протекала правое кривой 4,(5). Последнее 
условие выполняется вместе с неравенством 


соз(8 И-П > – 


т. е. если 
б< ё*, 


1) То есть услопие устойчивости, имеющей место при любых .— 
Прим, перев. 
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где 


1-я 
агссоз( —— — 


[= го сов ")] . (8.16) 


а= ра. (8.17) 
При #=0* нмеет место равсиство О (1*) == 0. Поэтому при 
8=5* уравнспие (8.10) имеет колебательлое решение по ф 
частоты *, Таким обра- 


зом, 8* и ш* представ- 


Уһ 
Введем обозпачение 


критическое — пременнбе 
запаздывание и безраз- 
мерную критическую ча- 
стоту. 


8.3. Динамика си- 
стемы регулирования ра- 
кетного двигателя с 06- 

Фиг. 55 ратной связью. Рассмот- 

рим систему, схсматичес- 

ки изображенную на фиг. 56 и состоящую нз ракстпого дви- 
гателя, питающего его насосного агрсгата и цепи обратной 
связи. Имея целью приближенно учесть влияние упругости 
трубопровода, питающего двигатель, мы поместили в се- 
редипе этого трубопровода емкость, имитирующую упру- 
ГОСТЬ ЛИНИИ, ВЫПОЛНИВ эту емкость в виде поршня, лагружен- 
ного" пружиной. Вблизи форсунки расположена другая ем- 
кость, управлясмая с помощью автоматического регулятора. 
Вхӧдом регулятора служит сигнал, снимаемый с датчика, 
измеряющего давление в камере горевия; этот сигцал подает- 
ся на вход регулятора после усиления. Коль скоро конетрук- 
цин двигателя и насосного агрегата фиксированы, возникает 
вопрос о том, возможно ли спроектировать надлежащий 
усилитель таким образом, чтобы вся система в целом была 
устойчивой. При этом, так как мы не располагаем досто- 
верными сведениями о величине временного запаздывания 
в процессе горения, в практических условиях следует 
исходить из необходимости обеспечения абсолютной устой- 
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чивости, т. е. устойчивости при любом значении запазды- 
вания д. 


Обозначим через т, мгновепный массовый расход топ- 
лива, подаваемого насосом, через р, -- мгновенное зпачение 


давления топлива на выходе насоса, через љт — среднее 


значение расхода топлива ‚и „через ро -- значение давления. 


Разулятори 
Е попелнитпельный 
Емкость, имиглируницая привод 


упругость линии 
ен а 
2 Ї А 


| Регулирусщая емкость 


измеритель ела 


Ракетный 
двигатель 


Фиг. 56 


Действие насоса описывается следующим уравнением: 


(8.18) 


В условиях, когда скорость изменения массового расе 
хода топлива мала цо сравнецию со скоростью распро- 
странения ударной волны в этом жидком топливе, но ве- 
лика по сравнению со скоростью изменения числа оборо- 
тов ротора насоса, обычно небольшой коэффициент & пред- 
ставляет собой просто угловой коэффициент касательной 
к характеристической кривой пасоса давление — объемпый 
расход при постоянном числе оборотов ротора насоса, 
вычисленный в рабочей точке, 

В обычных центробежных насосах х приблизительно 
равно единице. В пасосах с постоянной производитель- 


11 цикь-Сюж-Сень 
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постью а весьма велико. В пасосах, работающих при по- 
стоянном давлении, или же в иростых нагнетательных 
устройствах 2 = 0. 

Пусть ту — мгновенный массовый расход топлива 
в частн трубопровода, расположевпой после емкости, имн- 
тирующей во упругие свойства, у - упругая постоянная 
пружины, пару жающей поршець, а р; мгнолепиое зпа- 
чение давления в области этой емкости. Тогда 


тут = Ч, (8.19) 


где» — плотпость используемого жидкого топлива, р = сопе, 

В последующих расчетах мы будем иренебрегать гид- 
равлическими потерями в трубопроводе, сбусловлепными 
силами трения. В этом предположении падение ру — ру 
давления создастся только за счет ускорения иотока то- 
плива, т. е. 


ата 


Р а» (8.20) 


где постоянная Л равпа площади поперечного сечения 
питающего трубопровода, а {-——сго полная длина. Подоб- 
ным же образом, обозначив через р, мгновениое значение 
давления в области регулирующей емкости, напишем 


рі Ра= (8.21) 


2А 
Обозначив еше через С приращение емкости трубопровода 
{в ёдипицах массы) при перемещении заслонки регули- 
рующей емкости, будем иметь 


Я Я (8.92) 

Так как регулирующая емкость расположепа очень 
близко к форсу лке, иперциен части гоплива, заполпяющего 
объем между регулирующей емкостью и форсункой, можно 
пренебречь, 1 


; (8.23) 
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где А, — эффективная площадь входного сечения форсунки. 
Величину 4; можно из расчета исключить, если заметить, 
что в установившемся состоянии разность Ар давлений ру 
и р определяется соотношением 


1 т 


р-р. 


(8.24) 


Уравнения (8.18) — (8.24) описывают динамику системы 
подачи топлива. Непосредственное исключение из этих 
уравнений вспозогательных переменных позволяет полу- 
чить соотношение, содержащее только переменные т,, р 


и С. При этом, чтобы выразить такое соотношение через 
безразмерные переменные, введем величины 


тде 9, — постоянная времени газового потока, определенная 
соотношепием (8.9). В результате придем к искомому 
соотношению между безразмерными переменными 9, н и х: 


а 


0. (8.27) 


Здесь 2- безразмерное время, определенисе вторым из 
соотношений (8.9). 
ПЫ 
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Динамика цепи регулировапия зависит от характери» 
стик датчика давления, передатотпой фупкции усилителя 
и свойств регулятора и исполнительного привода. Мы не 
ставим здесь своей задачей подробно рассматривать кон- 
струкцию пепи обратной связи системы; поэтому опреде- 
лим динамику всей пели регулирования с помощью опера- 
торного уравнения 


(8.28) 


в котором Р означает отношение двух многочленов, при- 
чем степень знаменателя выше степени числителя. 

Уравнения (8.7), (8.27) и (8.28) образуют систему трех 
уравнений относительно трех переменных $, р и є. Так 
как эти уравиения принадлежат к классу урарнений с по- 
стоянпыми коэффициентами, целесообразно искать их, 
решение в виде 


х = се“. (8.29) 
Подставив (8,29) в уравнения (8.7), (8.27) и (8.28), мы по- 
лучим три однородных уравнения относительно парамет- 
ров а, бис 


а |-(1 ЕНЕ Бе = 


т е е. р. 


Для того чтобы последняя система имела нетривиаль- 
ное решение по а, ё и с, определитель, составленный из 
коэффициентов при этих неизвестных, должеп обращаться 
в нуль. Условие обрашения в вуль этого определителя 
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записывается в виде 


[5 ТЕЕ ЕЯ НЕЕ [1+4 (Р4 


ғ) 19 


«ео: 


У|--=1ЕР} 9+ 


не [1 м®ЕЯ [5 пе ааа (ра 
+ |? ее(р--1) 


+ {а [5 «(рч 


57 (8) РЕМ + 


Равенство (8.30) представляет собой уравнение относитель- 
по показателя степени $, а функция Г (5) — передаточную 
функцию всей пени обратной связн. Ответ па вопрос об 
устойчивости полной системы зависит от того. имеет ли 
уравнение (8.30) корпи с положительной вещественной 
частью, или не имеет таких корней. 


8.4. Неустойчивость системы в отсутствие цепи об- 
ратной связи. Характеристическое уравнение системы 
при разомкнутой цепи обратной связи можио простым 
образом получить с помощью основного уравнения (8.30), 
положив Р(5)=0. Допустим, что многочлен, служащий 
коэффициеВтсм при экспопспте е -°*, не имеет нулей 
в правой“ полуплоскости комплексной переменной $, что 
обычпо и имеет место. Тогда обе части уравнения (8.30) 
можно разделить на этот мпогочлен, пе вводя при этом 
в результат полюсов, лежащих в правой полуплоскости 
перемснной $. 

Ипыми словами, при построении дкаграммы Сатче мы 
вновь разбиваем функцию С (5) таким образом, что 


6(9=81(5) —5(5}; 0108) = 2725, 


Кривая 2, (5) попрежнему представляет собой окружность 
единичного радиуса. Выражение для функции &,(5) имеет 
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в данком случае более сложпый вид: 
87’ (5) 
82 (9) 5 


го 575 Р в 
+ [50Р усэ + [1 Р. +2] 
(8.31) 


При звачениях 5, стремящихся к 5:=0 вдоль мнимой 
осн, кривая &,{5) пересекаст вещественпую ось в точке, 
определяемой путем подстановки в (8.31) значения 0, 
т. е. в точке 


(8.32) 


Так как параметры и, а п Р положительны, то найден- 
ная абсолютная величина 2,(0) в данпом случае мельше 
абсолютной величины #,(0). определяемой с помощью 
соотношения (8.14), когорое характеризует условие устой- 
чивости двигателя. Таким образом, влияние системы 
подачи топлива выражается в смещении кривой 2,5) по 
направленню қ единично угу 0,(8) на диаграмуе 


ЕЕ 1 
Саче. Например, когда д = =-, кривая #,($} в точности 


касается единичного круга, соответствующего собственно 
двигателю, т. ©. двигателю без подклоченцой к нему 
насосной (питающей) аповки. При подключении этой 
установки кривая 5) уже пересекает окружность 
единичного радиуса. и при значениях временибго запазды- 
вания ӧ, превышающих некоторую конечпую величину, 
система становится неустойчивой, 

Таким образом, установка для лодачи топлива всегда 
оказывает дестабилязирующее влияние. Это обстоятель- 


8. 
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ство становится еще более яспым, сели обратиться к рас- 

смотрению асимтиоты кривой 4, (5), которую мы получим 

с помощью соотношения (8.31) при чисто мнимых значе- 

ниях 5, больших по абсолютной величие. Мы будем иметь 
і» 


аба) а | ) Б.) при о, > 1. (8.33) 


Следовательпо, при чисто мнимых значениях $, больших 
по абсолютной величине, кривая #,(5) асимптотически 
приближается к прямой. параллельной мнимой оси и рас- 
положенной от нес слевл на расстоянии 

1 Е: 
їг 
Влияпие подключения к двигателю устаповки лля подачи 
тонлива опять сводился к сдвигу кривой 2, (5) но папра- 
лепию к едивичиому кругу. Таким образом, очевилно, 
что для значений параметра и, блязких к 1/, или боль- 
ших 1/,, невозможно сконструировать систему с безуслой- 
пой усгойчивостыо. Иа диаграмме Сатче кривые 2, ($) 
и 6.(5) всегда будут пересекаться, если обратная связь 
отсутствует. 


п 


8.5. Устойчивость системы с обратной связью. Если 
многочлен 


НЕЕ ПТР] ЕВ; 
1 \ 2 К И] в | 


. [ЕР ь 


[р лвя Е (ра = У а(р 5), 
(& м) 


служащий коэффициентом при є-°* в левой части уравне- 
ния (8.30), не имсет пи нулей, ни полюсов в правой части 
полуплоскости комплевеной перемениой $, то с помощью 
диаграммы Сатче хожно устаповигь, имеет ли уравнение 
(8.30) нули в этой полуплоскости или пе имеет, Дая этого 
в качестве 4, п &, выберем фупкции 


ве 


Р (5) 


168 Гл. УНІ. Линейные системы с запаздыванием 


Когда = обсгаег коптур, показарный на фиг. 81, кри- 
вая 9,(5) попрежнему сводится к окружности единичного 


и 
А 
Е \ 
Ц 
7х“ 
м 


Цель обратной 
2879: замкнута 


Цепь обратней сөязи—4 
Разбмннута 


Фиг. 57 


ралнуса. Следовательно, если при этом кривая 4,(5) пол- 
цостью лежит вне сдиничного круга, уравнение (8.30) не 
имеет корней в правой полуплоскости комплексной перемен- 
ной 5. Другими словами, система с обратной связью будет 
устойчива при любых значениях временпиого запаздывания 
при таком строении цепи обратной связи [характеризуемой 
передаточной фупкцией Е (5)]. при котором кривая 6, (5) будет 
целиком расположена вне единичного круга (см. фиг. 57). 

В качестве примера зададим следующие значения пара- 
метров: 
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Данному значению а отвечает центробежный насос в уста- 
новке подачи жидкого топлива. Тогда без применения 
автоматического регулирозапия давления!) функция «2, ($) 
имеет вид 


Р 1 (294 1) (252 4 3514 95-6) 
а(5)= тары г . 


Для нашего исследовапия имест первостепевиое значение 
поведение 6 ($) при чисто мнимых значениях 5= ю, где 
є — вещественная персменная. Тогда 


1 (6—2 154} (6 — 342) -- 02 (21 

е (6 За а вай 
(21—802) (6—32) — (6 — 
р Е (6 


Часть этой кривой, соответствующая •ю > 0, нанесека 
на фиг. 58. Очевидно, это ири достатозпо больших зна- 
ченнях временибго запаздывания система будет пеустой- 
чиза. С другой стороны, ссли характер кривой &, (5) можно 
изменить путем введения цепи автоматического рег улиро- 
вания *) таким образом, чтобы ұу, (5} приняла, например, вид 


вы 6+9, 
то, как следует из рассмотрения фиг. 58, новая кривая 8, 
целиком пройдет вне единичпого круга &,. Следовательно, 
в последпем случае система обладает абсолютной устой- 
чивостью. Полетавив выбранные ачения параметров 
в соотношения (8.31) и (8.35}, мы пайдем требуемую пере- 
даточную ‘функцию цепи автоматического лирования: 


а (51,0808) (2-4. 0,7164 + 2,6301) 
2 = 85 ооо ТТУ 


Таким образом, эта цепь имеет характер интегрирующей 
цепи, рассмотреппой в п. 3.3. Если ирн заданных харак- 
теристиках датчика (измеритсля) давления и регулятора, 


1) То есть при разомкцутой депи обратпой связи на фиг. 56.— 
Прим. перев. 


) То есть при замыкании цепи обратной связи на фиг. 56.— 
Прим. перез. 
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исполнительный привод которого управляст регулирующей 
емкостью, можно разработать такой усилитель, чтоб 
редаточная функция всей цепи автоматического регу 


ЕЕКАНЕ 


|69 
92. 
цепь обратной 
сеязи разоминута —\ 


цепь обратнай — 
| связи разомкиути 


аро 

44 
К 
52 Е 
1-5 

= 

1 


Фит 


найденной передаточной функции, то имеется возможность 
стабилизировать процесс горепия с помощью автомати- 
ческого регулятора. 
Во втором примере зададим звачевия 

1 

р 1=4; 
Так как я=0, то подача топлива происходит под посто- 
янным давлением р, даже при изменении расхода топлива, 


п= 
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что соответствует случаю простого лагпетателя. Тогда без 
применения автоматического регулятора 


уыз (0-а) (10—498) _ 


440 


Кривая &,, соответствующая последнему уравнению, па- 
несена на фиг. 59. Очевидно, что без примепепня авто- 
матнческого регулятора процесс горения при достаточно 
большом временибм запаздывании будет пеустойчивым. 
В самом деле, эта система обладает еще меньшим запасом 
устойчивости, чем система, рассмотренная в первом при- 
мере, в том смысле. что в пел пеустойчивасть наступит 
при еще мепыием запаздывалия. Особый интерес пред- 
ставляет часть кривой &, в окрестности значения в = 2. 
Вблизи зочки ө = 2 эга кривая подходит так близко к еди- 
пичному кругу 4, что ири соответствующем значении вре- 
мепибго запаздывания окажется Е = 1, и при юа 2 по3- 
никнут почти незатухаюидие колебания. Это критическое 
злачепие 5, очевидно, меньше его другого вритического 
злачения, соответствующего точке пересечения кривой 8 
с окружгостью единитиого раднуса ири в = 0.65. 

Дая обеспечения абсолютной устойчивости кривую 8 
нужно сместить гак, чтобы она пе проходила больше через 
круг единичного радиуса, папример сместить се к «устой- 
ЧИВОЙ: кривой, которую мы имели в первом примере. Для 
этого необходимо замклать систему с помощью цепи обрат- 
ной связи є передаточной функцией 


112375 2,6506) 
93) 
Следовательно. эта цепь должна имегь характер двойной 
интегрярующей цепи, Далее, ее псрсдаточная функция Р (5) 
должна нметь в зочлал 2- 21 два чисто мнимых полюса. 
Это требование к строгилю уси.штеля, не выполнимое 
в реальных физических устройствах, обусловлепо характе- 
ром системы подачи топлива и пепосродственно вызвано 


+4) 
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пренебрежением трепием в питающем трубопроводе. В ре- 
альных же физических устройствах влиянне трения в трубо- 
проводе приводит к исчезновению этой пары мнимых полюсов 
искомой передаточной фупкции Ё (5) и замене их двумя 
комплексными соиряженными полюсами). 

Следует подчеркнуть, что преимущество применения 
системы с обратпой связью для стабилизации процесса 
горепия в этой задаче состоит в ее большой гибкости 
в смысле возможности достижения абсолютной устойчи- 
пости (т. е. устойчивости при любых зпачепиях параметра 
8 или 7). А так как мы че располагаем достоверными 
данными о величине временного запаздывания, то возмож- 
ность достижения абсолютной устойчивости имеет большое 
практическое значение. Больше того, с помощью автома- 
тического регулирования открывается возможность проек- 
тирорать систему даже так, чтобы опа оставалась устой- 
чивой при всех ожидаемых изменениях параметра я. Из 
физических соображений следует, что п может принимать 
значения, лежащие между 1/, и 1. В худшем случае 
систему следует рассчитывать на значение пй = то Тогда 
система будет устойчива при всех ожидаемых зиачениях п. 
Поэтому с помошью автоматического регулятора можно 
обеспечить устойчивость процесса горения и без точных 
данных о значениях параметров системы *), 


8.6. Общий критерий устойчивости для систем с за- 
паздывающим аргументом. В предыдущих рассуждениях 
о стабилизации посредством автоматического регулирова- 


1) Қоненно, с отрицательной вещественной частью, характери. 
зующей затухание свободных колебаний снстемы за счет гидрапии- 
ческих потерь, обусловленных трением в трубопроводе. — Прим 
перев. 

2) Подчеркнем, что здесь речь эдет о фикскрованпых, хотя 
и неизвестных нам в точности значениях параметров. Ес. 
цессе регулирования эта параметры могут претерпевать замене 
хотя бы и в нреленах тех значений, при которых обеслечена усто! 
чивость системы в предположении постоянства парамстров, то си 
ма будет системой с переменными параметрами и данный метод 
не пригоден дая ипеслололания ес устойчивости. Примеры неприме- 
нимослп метода «замораживания» козффициентов в системах с пере- 
меиными параметрами приведеры, например, в работе [461 и настр. 46 
сборника [45]. — Прим. паров. 
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ния предполагалось, что многочлен А ($), определяемый 
соотношением (8.34), не имеет ни нулей, ни полюсов 
в правой части плоскости комплексной переменной $. 
Однако это предположение выполняется пс ресгда. В 06- 
щем случае нужно прежде всего узнать число нулей 
и полюсов функции М ($) в этой полуплоскости. Для этого 
заметим, что сумма тех слагаемых многочлена Н (5), ко- 
торые не содержат члена, пропорциовалуного Е ($), обычно 
не имеет нулей в правой полуплоскости комплекслой 
переменной 5. Поэтому вместо изучения Н ($) можно изу- 
чать отношение Н ($) многочлену, представляющему 
собой сумму упомянутых слагаемых. Это означает, что 
сумма числа нулей и числа полюсов функции Я (5) в пра- 
вой полуплоскости комплексной переменной 5 равна сумме 
числа пулей и числа полюсов следующей функции: 


но: [ ТЛЕЗ НЕЕ | 12 (Р4 хуч ае: 


[ету 3) + 
=14+20), (8.36) 


+ [25 (Р+ (РУ) 3+ 
ЕСЭ 


Согласно критерию Майквиста, число нулей и полю- 
сон функции 1-- 2 ($) в правой полуплоскости з можно 
найтн путем построения кривой \Чайквиста для функции 
1-2 ($) в предположении, что $ описывает кривую, изо- 
браженную на фиг. 31. В сахом деле, если функция 
1--2($) или Н (5) имеет г нулей и д полюсов в правой 
полуплоскости $, то при обходе точкой 5 полуокружности 


174 Гл. УИ. Линейные системы с запаздыванием 


вектор 2 (5) совершит г- 9 оборотов по часовой стрелке 
вокруг точки — 1. Отсюда следует, что кривая Найкви- 
ста для функции 1 (5 доставляст все необходимые сведе- 
ния относительно функции Я (5). 

При делении на Я (5) функции, стоящей в левой части 
равенства (8.30), с целью получения функций 5, (5) и 2, (8) 
|см. (8.35)], в правой части ллоскости комилекепой 
переменной $ появлястся 9 нулей и г полюсов. 4 полюсов 


р сплошная кротпя давит 
Н положителенем значениям а), 
= пунктирная = отрицательным. 


1 


а 
Кривая Назнваста дая 4.08) 
Функция 141.08} ^^ 
Диазранма батче ` имєёт два нуля а правой 
пря устойчивой системы полуплоскости 
Фиг. 60 


функции 2 (5) появляются через посредство функции Р (5), 
так как многочлен, находящийся в знаменателе правой 
части равенства (8.37), не имеет пулей в правой полу- 
плоскости комплексной переменной 5. Поэтому выраже- 
ние, стоящее в левой части равеиства (8.30), также имеет 
4 полюсов в праной полуплоскоети комилекепой перемен- 
ной 5. Следовательно. чгобы это выражение не имело ву- 
лей в правой полуплоскосги, 8, (5) должно совершить 
—4-- (4—2) = ғ оборотов по часовой стрелке (ғ оборо- 
тов против часовой стрелки) вокруг единичиото круга. Лая 
того чтобы устойчивость была абсолютной, т. е. сохра- 
пялась при любых значениях времеппбго запаздывания, 
кривая 2, (5) не должна никогда перссекать окружности 
единичного радиуса. Поэтому общий критерий абсолют- 
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ной устойчивости выражается следующими двумя усло- 
виями: 1) кривая 8,(5) должна целиком лежать вне еди- 
ничного круга; 2} кривая џр,(5) должна г раз оборачивать- 
ся вокруг сдиничного круса против часовой стрелки, когда $ 
обходит обычный контур в правой полуплоскости ком- 
плексной переменной $. Этот критерий устойчивости осно- 
ван па применении диаграммы Сатче. Число г определяет- 
ся с помощью кривой Найквиста для функции 4. ($), за- 
дапной соотношением (8.37). Таким образом, исследова- 
ние устойчивости в общем случае системы с запаздыва- 
ющим аргументом требует привлечения как диаграммы 
Сатче, так и диаграммы Найквиста (фиг. 60). 

Очевидно, что сформулированный здесь критерий устой- 
чивости, осповапный па совместном использовании диаг- 
рамм Сатче и Найқвиста, применим к любой системе, со- 
держащей времепибе запаздывание =. Вопрос об устойчи- 
вости таких систем всегда сводится к исследованию зада- 
чи о том, имеет или ие имест уравнение 


м -=0 
корни с положительной вещественной частью; при этом 
фупкция М (5) содержит члены, имеющие множителем экспо- 
ненту ет". Как следует из проведенного рассуждения, 
существо метода состопт в том, что функция 44 (5) делится 


на коэффициент при е-“ в выражепии, определяющем 
М ($),так что 


=60=88-80 


= 
Теперь диаграмма Сатче определяется совокупностью кри- 
вых, описываемых функциями 2; (5) и 8. (5), 
мепная $ описывает лолуокружпость в правой полуплоско- 
сти, изображенную на фиг. 31, причем кривая, описывае- 
мая функцией д, ($), сводится к окружности сдипичпого 
раднуса. Чтобы узнать, пе привело ли деление функции 
М (5) па функцию 1--2(5) к появлению корней с положи- 
тельными веществеппыми частями, влияющими па построе- 
ние диаграммы Сатче, мы должны построить кривую 
Найквиста для функции 1 (5). Число корней уравнения 
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М (5) =0, имеющих положительную вещественную часть, 
определяется с помощью теоремы Коши. 

Передаточная функция цепи обратной связи входит в 
выражение для у, (5); при этом частью этой переда гочной 
функции, которая зависит от строснля усилителя, проек- 
лировщик может располагать по своему усмотрению. 
Фулкция 4,(5) может также содержать трапсцендењтные 
функции от $, отражающие влияние других частей систе- 
мы. Так как передаточная функция усилителя в цепи 
обратной связи представляет собой в общем случае отно- 
шение двух многочленов по степеням $, достижение пол. 
ной компенсации деслабилизирующего влияния, обуслов- 
ленного траисцендентной функцией, связано с большими 
затруднениями. Однако на диаграмме Сатче критическая 
часть кривой, описываемой функцией &, (5), проходит в 
области, в которой ога оказывастся ближе всего к еди- 
ничному һругу 0; (5). Мо зпачения 5,($), близкие к еди- 
ничному кругу, в общем случае соответствуют малым по 
абсолютной величине значениям $. Отсюда следует, что 
в области критической части кривой #,(5) трапсцендент- 
ную фуикцию можно разложигь в ряд по стеленям 5. 
Благодаря этому при проектировании усилителя в цепи 
обратной связи можно исходить из приближенного выра- 
жепия ряда при замене его суммой нескольких членов 1). 
Таким образом, усилитель компенсирует дестайилизиру- 
ющее действие основной части системы в критической 
области. Само собой разумесгея, что в конечном счете 
пеобходимо проверить качество системы с помощью изло- 
жециото выше критерия устойчивости, учитывая характе» 
риезйки построенного таким образом лителя. За даль- 
нейшими подробностями мы отсылаем к работе Ф. Э. 
Марбла?), предложившего указанный здесь метод. 


2} Но поводу этой методики см. предостережение Я, З, Цып. 
ъина [29}.— рил. перев, . 
2) Матріе Е. Е., Сох С. \., ши. Ашег. Воск. 50с., 24, 


Глава ТА 


ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ, НАХОДЯЩИЕСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВХОДНЫХ ФУНКЦИЙ 


В предыдущих главах входные воздействия рассматри- 
вались как вполие определенпыс фуикции времепи Е. 
Однако существует много технических задач, связанных 
с исследованием линейных систем с постоянными коэф- 
фициентами, в которых входпые воздействия певозможно 
выразить в столь определенной форме. Такая задача воз- 
никает, папример, ири изучении деформация крыла само- 
лета и папряжепий з материале этого крыла в условиях 
облекапия его турбулептным потоком воздуха. Здесь за 
вход можно считать параметры потока воздуха, меняющие- 
ся со временем. По турбулентное течение воздуха иельзя 
олисать с помощью определенной фупкции времени; пара- 
метры такого течения приходится рассматривать как слу 
чайные функцин времени, подчинепные левоторым стати- 
стическим закономерпостям. Очевидно, что тогда и выход 
системы (в данном случае напряжения в материале крыла) 
также должен быть случайной функцией и поддается опи- 
сапню только с помощью статистических методов. Поэто 
му первая цель настоящей главы состоит в разыскапии 
падлежаіцего метода определения статистических свойств 
выхода. по заданным статистическим свойствам входа. 
Такой метод является очевидным обобщелием ранних 
исследовалий П. Лаижевена о броуповском движении 

Другим примером случайного входного воздействия 
служат так называсмые шумы, налагающиеся на управля- 
щий сигнал и возникающие за счет возмущений и флук- 
туаций, устравить которые из реальной системы проек- 
тировщик не в силах. Проблема шумов составляег пред- 
мет весьма обширных исследований в области техники 
связи, Главная задача таких исследований заключается в 
том, чтобы свести к минимуму влияние неустранимых 
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шумов без подавления полезной ипформации, содержащейся 
в сигнале; этой спепифической задачей фильтрации шумов 
мы займехся в гл. ХА 1. Задаза же, изучаеуая в пастоя- 
щей главе, имеет несколььо отличный характер. В рас- 
спатриваемой здесь задаче лесь выход сислемы сводится 
к случайной функции. Паша задача в области разработки 
систем, в ссобсішости систем с обратной связью, заклю- 
чается в том, чтобы получить на выходе сигнал, сбладаю- 
щий желаемыми статистическими характеристиками, коль 
скоро задан входной сигнал. Мы увидим, что метод пере- 
даточпых фупкций, развитый в предыдущих главах, сстает- 
ся полезным и ири решении настоящей задачи, 


9.1. Статистическое описание случайных функций. 
Рассмотрим сислему, вырабатывающую случайную функ- 
цию у: (0). Чтобы установить способ статистического опи- 
сання такой случайпой функции, нам придется расемотреть 
большое число све гсм, тождественных только ч1о указан- 
ной. Мы будем пазылать совокупность систем мпожеет- 
вом систем. Случайные функции, вырабатызаемые элемен- 
тами, принадлежащими к этому множеству, обозначим 
У (0, 9.0), у.(0,... . Случайный характер функции 
проявляется в том, о хотя все эти системы тождествен- 
ны. однако значение функции, вырабатывасмой любым 
элементом рассматриваемого мпожесгва в любой опреде- 
лепный момент времени ё, в общем случае отличается от 
значения, выработанного другим элементом в тот же са- 
мый момент. Но мы можем поставить вопрос о том, 
какая часть полного числа снетем вырабатываст значение, 
лежащее внутри залапиого промежутка от у до и - 6. 
Эта часть зависит от величин у и и при малых зпаче- 
пиях Чу будет пропорцнопальна Фу и равиа вероятности 
нахождения у межих значениями у и 0 -- ау в момент Ё, 
Обозначим се через (и, Ди. Фупьцию (4, 1) назо- 
вем первой функцией распределения вероятности. Далее, 
мы можем расемотреть все пары значений Ч, соогвететву- 
юшис двум момептам В и 6. Часть полного зисла пар, 
которым соотвенлвуют значения у, заключенные внутри 
промежульа ог в, до у- 4; в момент В и впутри про- 
межутла от у, до у. Яу, в момент #5. обозначим через 
У. (у, в; и, Буи уу. Фувкцию И, (и, В; у» 1.) назо- 
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вем второй функцией распределения вероятпости. Подоб- 
ным же образом строятся и функции распределения ве- 
роятностей более высоких порядков. 

Можно возразить, что принятое построение статисти- 
ческого описания случайной функции, основанное на одно- 
времениом наб.иодении за работой вссьма большого числа 
тождестленных систем, наталкивается на трудпости, свя- 
заппые с практическим осуществлением такого наблюдения. 
Однако ссли случайная функция является стационарной 
случайпой фупкцпей в том смысле, что все ее статисти- 
ческие свойства не зависят от времени, 40 нет надобио- 
ети прибега гь к введению многих систем, а все необходи- 
мые наблюдения можно провесли пад одпой системой в 
лечение достаточно длительного промежутка времени. 
Затем запись результатов наблюдения можно разрезать 
на отдельные куски ланы 0, тде величина 9 велика по 
сравнению с характеристическим временем функции. Сле- 
довательно, каждый такой кусок записн доставляет одну 
и ту же статистическую информацию о поведении системы, 
так как при сталистическом характере изменения перемен- 
ной расположение пачала ша оси времепи не имест зна- 
чения. Таким образом, различные куски записи можно 
рассматривать как мложество наблюдений над тождест- 
венными системами, причем можно определить различные 
фупкции распределения вероятности. Кроме того, эти 
фунһиви распределения в рассматриваемых условиях не- 
сколько упрощаются: в самом деле, величина №, пе будет 
зависеть от времени, а величина Й/, будет зависеть лишь 
от интервала времени =}. Отсюда сасдует, что в 
случае .ётациопарпых случайных функций, №, (0) ву опре- 
деляет вероятность пахождения у между у и #.--аи; 
№, (и, и; ау, определяет вероятность нахождения 
пары величин между уг и и. 1-й: и между и, и у, Чу», 
причем две величипы разделены интервалом време 
Так как в инженерных задачах случайные функции можно 
очень часто прицимать за случайные стациопарпые функ- 
ции, то в дальнейшем мы ограпичимсея рассмотрением 
именно таких случайных функций, 

Следует подчеркнуть, что фуикции распределения ве- 
роял ностей заключают в себе все сведения о статистичо- 
ских свойствах случайной функции. Иначе можио сказать, 
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что фупкции распределения вероятностей «определяют» 
случайную функцию, Разумсется, что эти функции И, не 
могут задаваться произвольно, а должны удовлетворять 
следующим условиям: 

а) №, -0, так в 
сти пе существуют. 

б) Функция №, симметрична по отношекию к ее аргу- 
ментам у, т. 6. 


отрицательные значения вероятно- 


М, (у и; =, (В №; т) (9.1) 


Это свойство вытскаст нз смысла №, как совместпой 
функции распределения вероятпостей. 

в) Высшие фупкцни распределения определенным обра- 
зом связаны с пизшими функциями: 


© 


{ (у дар т) а 


№: (и), (9.2) 


причем интегрирование распространяется по всем возмож- 
ным значениям у,. Заметим, что инлегрировапием по уз 
мы исключаем т. Кроме того, 


ў (0) а= 1. (9.3) 


Последнее равенство выражает тот простой факт, что 
вероятность по всем значениям у сводится к достовер- 
ности. 


9.3. Среднее значение. Исходя из первой фупкции 
№, (0) распределения вероятностей можно найти среднее 
значение у величины и: 


у= ў (0) ау. (9.4) 


Так как мы условились расематривать только стацио- 
нарные случайные функции, средние значения можно так- 
же вычислять как средние по времени значения функции 
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900). т. е. 


у = ішо ў (а (9.5) 


СЕ я 


Равенство средисго значения (9.4) по множеству!) и сред- 
ного зпачелия (9.5) ло времепи является характеристи- 
ческим свойством стационарных случайных фуикцай, ко- 
торым мы будем псоднократно пользоваться в дальнейших 
вычислениях, 

Соотпошение (9.4) можно обобщить на случай произ- 
вольных степсией у. Таким образом 


ие {и 0) ав. (9.6) 


В чина №, пазывается моментом степени первой 
функции распределения вероятностей. С помощыо момен- 
тов первои н второй степеней мы можем подсчитать вели- 


чипу, пазываемую флуктуацней или средиим отклонс- 
нием о: 


И, (0) у 


= ри 2004 00,0) 0 090) 


Таким образом, с служит мерой «ширины» функции 17, (9) 
распределения вероятностей около среднего значения у, 
Подобным же образом момект третьей степени служит 
мерой несамметричпости распределепия вероятностей. С 
помощью моментов все более высоких степеней можно 
получить дальнейшие данные о функции |1, (у). В неко- 
торых случаях распределение вероятностей определяется 


1) «Среднее по 
вается «математическим 


жеству» в русской литературе часто иальь 
здание». Плим. перев. 
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с помощью моментов единственным образом. Пусть, на- 
пример, 

та 0, #50, 1 б, 

то, = 1.3.5...(6— Пи. | (9.8) 

В этом случае первая функция 17, (0) распределения ве- 


роятностей сводится к хорошо известному гауссову 
закону распределения (или пормальиому распределению) 


(9 (9.9) 


В пекоторых случаях оказывается удобным выбрать 
начало координат у таким образом, чтобы величипа у 
обрашалась в пуль, т. е. выбрагь начало в точке, соот- 
ветствующей среднему значению функции и. При выпол- 
мении этого условия мы говорим, ито распределение пе. 
роятностей пормировано. В этом случае квадрат среднего 
отклопения представляег собой просто момент у второго 
порядка, что обнаруживаелся с помощью равенства (9.7). 

Наиболее важным средним значением, образованным 
с помощью второй функции 1 (01, 03; 9) распределепия 
вероятностей, является функция А (т) корреляции: 


(2) ЗУ 
5, (9.10} 
= \ { о 1 (д, 9; 9) Фуу уь. 


> -® 


Для стационарных случайкых функций последнее соотно- 
щение получается, конечно, также и с помощью осредне- 
ния по времени: 
92 
= оиб). (9.11) 
9 ; 


г в. 


Таким образом, функция А (=) определяет степень взаим- 
ной связи двух значений функции у, измеренных в два раз- 
личных момента времени. Следует ожидать, что с ростом 
интервала времени т эта взаимпая связь, или «память», 
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должна ослабевать и, в конце концов, при достаточно 
больших зпачениях = значения и(/) и у! ~ т) перестанут 
зависеть одно от другого. Тогда, как известно из теории 
вероятностей, вторая функция распределения вероятностей 
будет равна произвелелию функций 0, (и) и №, (9). 
Таким образом, при больших значениях = 


со © 


(= $ {и (у, (ве) ан, Чу 


(ит. (9.12) 


При < = 0 из равенства (9.11) следует, что 
К(0) = (9.13) 


Так как вычисление функиви А (х) можно производить 
при любом положении начала на оси времени, то имеют 
место соотношения 


А (0) =уФуй 


Дифферсниируя А (х) по времени и полагая затем === 0, 
получаем 


29-3). 


(0) = 0007 0) 00 
Поэтому 


В'(0) БУ = 0. (9.14) 


В последних выражениях штрихи означают дифферен- 
цирование по времени. Таким образом, коэффициент кор- 
реляцин случайной фупкции и се производной, рассматри- 
ваемых в одни и тотже момент времени, равен пулю. 
Это означает, что угловой коэффициент касательной 
к кривой, характеризующей течение функции и, может 
быть при любом значении у с одинаковой вероятностью 
положительным или отрицательным. 

Дифференцируя К (т) по т два раза и полагая затем 
0, находим, что 


8" (0) 177. (9.15) 


Последнее соотношение позволяет вычислять среднее квад- 
ратичное значение производной от и с помощью функции 
корреляции. Подобным же образом найдем среднее квадра, 


= 
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тичное значеняе н второй производной от и: 
в (0) == (798, (9.16) 


9.3, Спектральная плотность, Для дальшейших при- 
ложений теории случайных функпий, которые мы имеем 
в виду, особо важную роль играет понятие о сисктре 
случайной функции. Пусть мы паблюдасм функцию (1) 
в течение длительного промежугка времени 9. В пред- 
положении о том. что вне этого промежутка у(г) обра- 
щается в нуль, функцию у() можно представить с по- 
мощью интеграла Фурье 1) 


ие {Ауе д, (9.17) 


рэв 


где А (») — амплитуда?) колебаиия частоты є. Эту ампли- 
туду можно подечитать, зная и(!), с помощью формулы 
обратения: 


9/2 
\ оета (9.18) 


1 


Обозначим через Д* (2) величину, комплексно сопряжен- 
ную с Л (0); тогда, учитывая, что функция у(0) является 


вещественпой, из соотпошения (9.18) выводим. что 
А) =Л(.-®). (9.19) 
Теперь мы имеем возможность выразить средиее ква- 


драличное значение, т. ©. величину у“, через посредство 
А(®): 


СИЧ 
ГЫ И { = 
а 
ге со со 
їн ба фа де, 
555 
рс пример, У иттекер и Ватсон, Курс современного 


иза, М.--—1., 1993, 
у Эга амплитуда», вообще говоря, является комплексным 
числом. = Прим. ое. 
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В результате замены переменных в” = — ®’ мы придем 
к выражению 
© © Ий 
\ \ до Абу) { ее = 


о ә -6 2 


о шю а! е 
=Нт 2, { { А (9) А% (0) Еа ы до 4. 


өс 


о -= 


Введи теперь новую перемениую Ё посрецством соотно- 
щения 


(е є" 


получим, что 


и, следовательно, 


н е ў А (о) 4ь ў С 
) А() 24] 4 2, 


д 


Поэтому,'если мы обозпачим через Ф (о) функцию 
А 45 
(в) = бт А), (9.20) 
во 


то придем к следующему выражению среднеквадратичного 
значения: 


д (Фо) 4. (9.91) 
8 


Функция Ф (ә) является, очевидно, вещественной фупк- 
цией и носит название спектральной плотности случайной, 
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функции. Соотвошения (9.20) и (9.21) позволяют вычислять 
средпсе значепие 4° по изображению Фурье Л («). Это свой- 
ство выражает теорему Парссваля. 
Рассмотрим далее корреляциониую функцию Д (х). 
Сочетая соотношения (9.11) и (9.17), получаем 
ө2 


К()= шг { 00900-5) 


ана в 

= іт 1 { { Аю) А (о) ёе додо {ее д. 
ө ?, 
РББ 262 


Пользуясь рассуждением, аналогичным только что прове- 
денному, мы находим, что 


В(х) = \ Ф (о) союз бо, (9.22) 
8 


Если в равенетвал (9.21) и (9.22) положить = = 0, 
то мы придем к равенству (9.13). Дифференцируя обе 
части (9.22) по < и полагая затем т =— 0, приходим к (9.15). 
зеоремы обращения для преобразования Фурье 1), 
справедливо соотношение 


(у= 2 \ вс совета. (9.23) 
0 


Соотношения (9.22) и (9.23) позволяют находить или функ. 
цию корреляции, или спектральную плотность, коль скоро 
задана одна из этих зависимостей; упомяну гше равепства 
называются уравнениями Винера — Хинчина. 

В трафике функции спектральной плотности Ф (о) 
могут наблюдаться пики типа 8-фуикции Дкрака?). Это 
обязательно произойдет, когда у отлично от нуля, или 
если пользоваться терминологией, принятой в электро- 
технике, когда у содержит составляющую постоянного 


1) То есть в силу формулы типа (9.18), связывающей изобра. 
жение Фурье с оригиналом: —Прим. ред. 
2) О свойствах этой функции сх. [48]. —-Прим. перев. 
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тока. В этом спучае 


Ф(«) = 2 (1) (0) Ф, (о), (9.24) 
тде 8(х) опредслястся соотношениями 
(х) = (х) =0 при х #0, 
2 (х) > о при х= 0, 
> © 


причем г (9.25) 
| 


оо = и Аа. 
А а 2 


В случае чистого шума инк спектральной плотности, 
приходящийся на значение в-:0 и соответствующий 
постоянному току, обычно является едииствепиым и, 
таким образом, фувкция Ф, () будет регулярной и будет 
характеризовагь подлинио непрерывный снектр. Но воз- 
можны также и такие случаи. когда на шум налагается 
несьолько снпусондальных колебаний. Тогда спектральная 
плотность будет иметь дополнительные пики, образующиеся 
в изолированных точках, соответствующих частотам этих 
колебаний. 


9.4, Примеры спектральной плотности. Рассмотрим 
несколько прямеров вычисления спектральной плотпости 
ло функции корреляции, Если функция орреляции 
задана посредством кривой Гаусса 


Кх) = А ет, (9.26) 


то, в силу равенства (9.23), ей отвечает слектральная 
плотность 


оз 


Ф(0)е7 23, (9.27) 


Ф (ә) 


К (0) ў соз (ют) е2 4 
5 


где 


Интересно отметить, что при «-> со функция корреляции 
обращается в нуль при всех конечных значениях т, 
а № (0} — ох таким образом, что 2 (х) становится дельта- 
функцией, Это означаег, что последующие значения у 
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уже не связаны никаким соотношением корреляции и что 
такая случайная фупкция является «наиболее хаотичной» 
из всех. При а-> 32 спектральная плотность становится 
постоянной, не зависящей от частоты. Эта наиболее 
хаотическая случайпая функция называется белым шумом 
и часто оказываегся пригодной для описания случайных 
изменсиий, происходящих в физических устройс 


т = 0 ==, к) 
Ш 
6207) 
Фиг. 61 
Другой пример связан с малой изотропной турбулент- 
ностью в погоке с постоянной скоростью. Как показали 


Карман и Хоуарг!), это течение характеризуется двумя 
основпыми функциями корреляции второго порядка 
В, (©) и К. (=): функция В, (+) представляет собой функ- 
нию корреляции составляющей пульсирующей скорости 
в направлении, параллельном среднему течению, для 
одной и той же точки пространства, по для моментов 
времени, отделенных промежутком в = секунд (фиг. 61). 
Функция К,(:) представляет собой функцию корреляции 
составляю: пульсирующей скорости в паправлении, 
периендикулярном к среднему течению. Обозначая через 7 
среднюю скорость течения, а через 2 ~ характерный размер 
- турбулейтности, мы можем выписать следующие прибли- 
женпые выражения для этих фупкций корреляции: 


В,()= (00е 1, (9.28) 


0 ; 
А00) = А, (0)е (1-5 в : 


Исходя из соотпошения (9.23), составим выражения для 
спектральных плотностей Ф, (ш) и Ф, (ә) флуктуаций 
составляющих скорости соответственно параллельпой и пер- 


0 уоп Кагшап апё Ножагіћ, Ргос. Коу, Ѕос. (А), 184, 
192 (1938) 
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пендикулярной средней скорости: 


Ф, (=) (9.30) 


ў (9.31) 


где Ф, (0) и Ф,(0) суть значения соответственпых спек- 
тральпых плотпостей при ө = 0. Эти значения связаны 
с величинами А, (0) и А,(0) посредством соотношений 


21 роу Ф,00)= 128,00). (9.32) 


Ф.(0) = 


9.5. Непосредственное вычисление спектральной плот- 
ности. Конечпо, нет необходимости вычислять спектраль- 
ную плотпость по функции корреляции. Иногда возможно 


г 2, ІН 
С № | аа Б 
| 
А. 


5 

| 

1 

А 
т 


—т- 


Фиг. 62 


находить эту плотность пепосредственио по заданным св 
ствам самой случайной функции у (#). Рассмотрим, папри- 
мер, функлию 3 (), определенную следующим образом: 
9 (0) представляет собой последовательность импульсов 
одинаковой формы и одинаковой пернодичности, высо- 
ты которых меняются согласно некоторому вероятноет- 
пому распределепию. Ири этом высоты двух последо- 
вательных импульсов пе связаны какой-либо корреля- 
ционной зависимостью. Такая фуйкция изображена 
на фиг. 62 применительно к случаю прямоугольтых 
импульсов. Если т (/) означает одипарный импульс еди- 
пичной высоты, то 


00 Хали), (9.33) 
в 
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тде Т — расстояние между каждыми двумя исследователь- 
ными ихпульсами, а а, — высота #-го импульса. Первый 
шаг при вычислений спектральной ллотиссти закаючается 
в нахождении спектра А (в) Фурье по формуле (9.18). 
Положим 0 = 2А, тогда 


Я АТ МГ 
А(в) == \ убей = { ама (Е ЕТ) е й = 
Ќ га Я АТ в 
у 
= Уу ае те е Е = (5) У щете, 
м —> тА 
где а(®)— спектр Фурье для единичного ихпульса, 
Р 
1(0) І (907 (9.34) 


Для прямоуголького импульса ширины 2= и единичной 
высоты 


(9.35) 


В силу равенств (9.19) н (9.20), спектральная плотность 
определяется соотношением 


МУ 
Ф(0) = |а) 2 бо (У У ЈА . (9.36) 


к А 


Для вылолиепия предельного перехода в правой части 
(9.36} целесообразно предварителилю перейти к среднему 
по множеству от всей этой правой часі». Так как сиск- 
тральная плотность Ф («) одинакова для каждого элемента 
рассматриваемого люжества, 10 левая часть равсис гва(9.36) 
при осреднении по множеству пе меняется. Что касается 
правой части, то се вид при выполиении такого осредис- 
ния упростится. Обозначим через а средиее значепие 
а иа и через а*— среднее зчачепие квадратов ар и ар 
Тогда 


аа = (0—9) (0,8) 40 Ка, 0) (0, 0) (0 
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Подставим это выражение в правую часть равев- 
ства (9.36) и затем выполним осрелнение по множеству. 
Так как высоты последовательных импульсов не связаны 
корреляционной зависимослью, то среднее по мпожеству 
от произведений (а, — а) (а, — а) равио пулю, за искаю- 
чением случая ё При А = / средпее по множеству 
от (а, - а) (а, — а) раро а? – (а)?. Таким образом, предел, 
ВХОДЯЩНӢ В рир) ю часть равенства (9.36), равек 


к 


д тя У р (аьа) (а —а)е-ік@-0т 


— (а). 


Средпие но множ 
видеть, нулю. По 


тву от а а и а –а равны, как легко 
тому окончательно будем иметь 


С = (ау (а)? ш зу р | № ее |} В 
(9.37) 


Если ® = 2ти/Т, где и — целое число, то сумма в пра- 
вой части (9.37) равна 2№- 1. Отсюда следует, что 
в пределе правая часть равенства (9.37) обратился в бес- 
конечность. Прн других значениях ® эта сумма будет 
хонечной, и при — оо её предельное значение будет 
равно лулю. Поэтому стаповится ясным, что в пределе 
правая часть (9.37) изображает последовательность пи- 
ков. или ё-фупкций, повторяющихся с частотой 2тя/Т. 
Для определения козффициентов гри ё-фупкциях пам 
нужно полечитать площадь, ограниченную эгой кривой 
на типовом интервале —я<овТ< я. Интегрируя сум- 
му, находим по общему правилу величину этой пло- 
щади: 


Ф (о) "а (о) ё 


рї 


< 
+ 

( 1 созехеГ 2% 
У” созы й 


Чо; 


т 


Но, в силу соотношений (9.25), площадь, охватываемая 
кривой, соответствующей ё-функпии, равла едипице, 
поэтому искомый коэффициент равен 2={Т и, следовательно, 
спектральная плотность рассматриваемой стационарной 
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случайной функций определяется соотношеннем 


о 


Е 2 (9 — пе) |, 
(9.38) 


Ф (юу — (9) 


та (0) а 


где в, — частота, соответствующая осцовиому перноду Т, 
т. е. 


у= 


Еч 9) 
Отсюда следует, что спеқтральтая плотность содержит 
непрерывную часть, имеющую лу же форму, что и сиск- 
тральная плотность единичного импульса. Иптецсивпость 


Т т | 
е] 
"Теа, 
3те: 
Тє, 


5+8, 


67а, ' 
фиг. 63 


этой. непрерывной части определяется квадратом среднего 
отклонения з высоты импульсов. Кроме того, имеется 
дискретный спектр с частотами по, (п— целое число), 
интенсивность которого также определяется спектром 
единичного ИА ъһса. 


Перейдем к рассмотрению последоватсльпости импуль- 


сов, имеющих одинаковую форму и одинаковую высоту, 
по в условиях изменепия периода их повторепия около его 
среднего зпачения. В этих условиях промежуток времени 
между наступлением одинакойых фаз двух последователь- 
ных импульсов равеп Т-} =, где = определяется задаяным. 
законом Р (е) распределения всрояткогтей. Средпее значе- 
ние в, по предположению, равно пулю. Что касается. 
последовательных значений =, то мы вновь предположим, 


9.5. Непосредственное вычисление спектральной плотности 198 


что между ними не имеется никакой корреляции. Такая 
случайная функция с прямоугольными импульсами изобра- 
жена па фиг. 63. Поэтому случайная функция такого 
тила описывается уравнением 


00) Ў (7 -- (9.40) 
РЗ 


где ({) представляет собой одинарный импульс. В силу 
равенства (9.18), при 0 =2АТ 


а (в) У 


2м 


Аб) 


где 2(ю) представляет собой спектр Фурье для одинар- 
ного импульса, описываемый соотпошелиями (9.34) и (9.35). 
Согласно равенствам (9.19) и (9.20), спектральная плот- 
ность фупкции у(#) имеет вид 


А Е 
2 [У Урок анат вт] | 


Фо а) 2 пт 
М-со су м 
(9.41) 
Введем теперь функцию у («) посредством соотношения 
ЯО { Р (уве: 4. (9.42) 
— 


Функцию д (є) иногда называют характеристической функ- 


цией величины є; опа представляет собой изображение 
Фурье фупкшии Р(=)'). Мы можем паписать теперь 

оро 

26 


= 67 0 (0)] хо) ет у] у (а), 
где величина у* (є) означает функцию, комплекспо сопря- 
женпую с х (є), и равна х (— є). Подставим теперь пра- 
вую часть последнего равенства в выражение, стоящее 
под знаком двойной суммы в правой части (9.41), и прежде 
всего осуществим осреднение по мпожеству. При этом 


1) Автор кныги иногда, но не всегда, пользустся множителем 
1/2= перед интегралом в формуле для изображения Фурье; 
см. формулы (9.18) м (949). Прим. ред. 


18 цеџь-Сюз-Сәвь 
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процесс предельного перехода сильно облегчается тем 
обстоятельством, что значения величин в, пе связаны 
никакой хорреляцией. Окончательное выражение функцияи 
Ф (в) имеет вид 


Ф (ы) = а (9) (9) у 2806 - пы), 
2. (9.43) 


где юу — частота, определенцая соотношением (9.39). 
В данном случае характер нпенрерывного и дискретного 


т, в 7 : Ед т. 
г с 
9 Н 
мъ ЕЙ я РЕЗ 1 Е 
10 і ЫЕ 
от т Те Та То 
Фиг. 61 


спекгров уже не определяется только спектром одипар- 
ного импульса, а зависит также и от хараклеристической 
функцин величины 

В качестве 1рстьсго примера прямого метода под- 
счета слектральюй функции рассмотрим стациопарпую 
случайную функцию и(/), изображешую па фиг. 64. Эта 
фупкция может принимать только два значения: 
Ти —1, чередующисся через некоторый митервал Т. 
Однако Т пе является постоянной величиной, а опреде- 
ляется се вероятным распределением Р (Г), причем 7 2 0. 
Примем также, что между последовательными интерва- 
лами Т. нет никакой корреляции. Последовательные 
интервалы обозпачим через Т. где А-= 1, 2, ..., и примем 
за период 8, по которому зынолвяется интегрирование 
в правой часги (9.18), промежуток времени от = 0 до 
#= ҮТ, где Т- среднее ачепие интервала времсии, 
определяемое инте ралом 


ТР(Т)аТ. (9.44) 
Тогда 


и 
р Е Ў (2 ее оі), 
в 


46) 
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Здесь 4, — момент времени, соответствующий концу А-го 
интервала. Последнее выражение можно преобразовать 
к виду 


Е 2а 
га 


С помощью равенства (9.20) и последнего соотношения 
мы получаем спектральпую плотность Ф (є) в виде 


г м 
[ик з У У (= 
гв 


Ф(ь ета А ‚ (9.45) 


Моо 


&- А 
Рассмотрим теперь некоторое >, например 
к= т; тогда 


оба) Шо Те 


Ти... Те, (9.46) 


Так как между последовательными интервалами пе имеет- 
ся никакой корреляции, то версятность появления произ- 
ведения, выписапного т» правой частн (9.46), равна произ- 
ведению вероятностей появления величии, равных сомио- 
жителям этого произведения. Введя хараклеристяческую 
функцию у (я) распределения Р (Г) 

(в) № (= | В(Туе-етат, (9.47) 


о 


е 17 


х(®) = 


мы увидим, что у (є) представляет собой среднее значе- 
ние с ‘7, Цоэтому средпее по миожеству значение произ- 
ведения в. Вравой части (9.46) равпо просто [/ (~). 
Под знаком двойной суммы в правой части (9.45) имеется 
приблизительно № таких произведений; все они входят 
со знаком, определяемым значепием (— 1)”. Следова- 
тельно, в пределе элн произведения сводятся к величине 
(= [ху (ә). Под зпаком предела ии изменяется от 1 
до со и, следовательно, сумма весх таких членов равна 


у о) 


("= ~; и 


т 


Члены, соответствующие #’> Л, равиы величинам, ком 
плексно сопряженным © членами, соответствующими Ей". 
13* 
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Помимо пих, в двойной сумме в пралой частн равенства 
(9.42) содержатся еще члены, соответствующие значениям 
Е =”; эти члены лают в сумме, после деления па №, 
единицу. Таким образом, равенство (9.45) окончательно 


припимает вид 
ера БГ 9) 
0б Лаби 


Ф (о) 
Обозначим через ф(е) и © (є) веществешую и мнимую 
части функции у (є) соответственио, как это приняго 
в соотношении (9.47). Тогда 


200) 6% (9) 


гәз ФР 7 


Если Р (Т) определяется распределением Пуассона 


Ф (е) (9.48) 


Р(Г)— | (9.19) 


где Т — средпий иптервя 
плотность такой случайной 
равна 


времени (9.44). то спектральная 
ункции единичной амплитуды 


(9.50) 


Благодаря полпому отсутствию какой-бы то пи было уста- 
новившейся периодичности в расематриваемой случайной 
функции ее спектральная плотность является непрерывной 
и имеет Рладкий характер; в пей пе имеется никаких пи- 
ков, наблюдавшихся в предыдущих примерах. 


9.8. Вероятность больших откленений от среднего зна- 
чения. Если случайная функция характеризуст напря 
ние в магериале конструкции, то недостаточпо знать 
только среднес значенис напряжения. В целях обеспече- 
ния прочности конструкции мы должны разыскать также 
и вероятность возпикновения напряжений, превышающих 
допустимое рабочее папряжение в материале конструкции, 
т.е. вероятность РГ у! | того, что случайная фуик- 
ция у примег значение, превосходящее величину &. Эта 
вероятность находится очень легко, если известиа первая 
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функция распределения вероятностей 1, (у): 
а ао 
Рру = {0009409 Фа. 95) 
Со В 
Но во многих технических задачах эта фуикция рас- 
пределения вераятпостей пе задана, известны же среднее 
значение у и средпее отклонепие о. Однако даже и ири 
этих ограниченных дапных все же возможно дать общую, 
хотя н грубую оценку вероятности возникновения больцих 
отклонений от среднего зпачения. Если, например, а (/}— 
неотрицательная функция от у, то, так как функция 
(0) неотрицательна по определению, 
= 


\ еду, у >К { 37, (0) ау. (9.52) 
абу 
При вычислении 1юследнего интеграла интегрирование 
распрострапяетсея на все значения и, удовлетворяющие 
условию &(/)>К. Но этот интеграл как раз равен 
Р[&(у) > КІ. Таким образом, 


а (ау 
РЕФ>К к. (9.53) 
Последпес неравенство назывлется неравенством Чебы- 
шева. Положим теперь 
200) = (0—0) 
Тогда, в сизу (9.7), 
200) ии, 
где с — среднее отклонение от среднего значения, Введя 
постоянную К посредством соотношепия К = 2°, мы 


получим с помощью неравенства (9.53) неравенство 
Ђъенэмэ — Чебышева: 


Ри -ур> вр {9.54} 

Как известно, это неравенство является слишком гру- 
бым для большинства прикладпых задач; определяемая 
им верхняя граница в общем случае оказывается чрез- 
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мерно завышенной. Более точную оценку можко дать 
в тех случаях, һогд рупкция (0) имеет едипственный 
максимум. Соотв ствующая оценка принадлежит Гахесу. 
Для доказательства неравенства Гаусса рассмогрим функ- 
цию &(х) (фиг. 65), монотонно убывающую при х > 0. 


Фиг. 55 


Очевидно, что 0 (х) можно представлять себе как функ- 
цию, образованную пугем наложения функций, постоян- 
ных (не равных нулю) ог х--0 до х=х, и равпых нулю 
при х ^+ хо. Пусть о(х) == 1 при 0 7х хо и о(х) =0 при 

> х,. Тогда при 


эб обкуах 
й 


Но, коль скоро < АК ху, 


Кода КЮ). 
К 


При значениях К. заключенных в указанных пределах, 
максимум этой величины равен == 4. Таким образом, в об. 


щем’ случае справедливо неравенство 
К? \ (фах: 
к 
Переходя от о(х) к (я) по методу наложения, как 
указано вълце, получим 


хо (х) Ах. 


к) ш(х)йх< < ) же (х) ах. 
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Рассмотрим теперь произвольное распределение с един- 
ственным максимумом и с абециссой х == у-- 0, где 5 — 
максимум. Тогда 


К оч 2 0 ар, (дах 
к 0 


0 


к 
қ? { и, дах 5. І 2, (х) ах. 


Складывая эти выражения, получаем 
КР Гу К] 


где *— среднее отклонение от макс 
равенством 


5 


ума, определяемое 


били 0) р. 09.55) 


Положив К = ё, придем к неравенетлу Гаусса 


а КЕ! 
Рр ив] дт 


Еслл распределение симметрично, то г, = 
равенства (9.56) сводятся к неравенствам 


Р-р. >] < 6 


Неравенства (9.57) доставляют лучшую оценку вероят- 
ности по сравнению с неравенствами (9.54). 

В реальных условиях часто возможно предполагать 
гауссово распредсление вероятностей, по крайней мере 
приближенко. Тогда, пользуясь асимптотическим разло- 
жевием функции ошибки, легко показать, что 

1 


08) 


Ру А] = Ух 


при #»1, (9.58) 


Это очень малая вероятность. Например, при #=3 веро- 
ятность равна всего 0,002. Пользуясь же оценкой (9.54), 
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мы сможем утверждать лишь то, что вероятность меньше 
0,111, тогда как оценка (9.57) означает, что вероят- 
ность меньше 0,0493. Различие в качестве этих оценок 
объясняется, копечпо, различием в количестве информацин, 
на которой основана оценка. 


9.7. Частота появления значений, превышающих неко- 
торую заданную величину. Гели случайная функция ха- 
рактеризуст папряжепне в материале копструкцин и если 
расчет этой конструкции на прочпость должен осповы- 
ваться на повторениях определенной величины папряже- 
ния, т, е, на усталости материала, то необходимо знать 
вероятное число превышения случайлой фуикцией злаче- 
ния у=ё в единицу времени. Очевидно, что это число 
равно половине числа прохождений случайной функции 
через значение Е в единицу времепи. Обозначим его через 
№ (=). Это число впервые подсчитал С. О. Райс; мы будем 
следовать его методу 1). 

Пусть Ӯ (5, у’) ау у’ есть вероятпость того, что с. 
чайная функция принимает значение, паходящесся между 
уку-| ду в то же время, когда ее произвольная и’ но 
времени принимает значепне, находящееся между у’н 
у а. Эту вероятность можно также рассматривать как 
отношепие промежутка времени, в течение которого слу- 
чайная функция у и ес. производная у’ одновременно за- 
ключены в указанных интервалах, к некоторой единице 
времени. Но функция у пробсгает иштервал 4у за время 
ауу. Отсюда следует, что ожидасмое или вероятное 
число прохождений через & и у’ в единицу времени равно 
отношению’ величин 17 (2, и’)4у4у’ и 49у |, е. 
ПЕ (707) ау. Искомос число №, (5) найдется в резуль- 
ге иктегрирозапия по всем значениям у’, т. е. 


н 


№5) = ( Уи) ау. (9.59) 


ә 


Но, как следует из (9.15), для любої дифференцирусмой 
случайной функции между у и у’ вет никакой корреляции. 


1) Бісе 5. О., Ве Ѕузіст Тесћ. Јоцгп., 28, 282 (1044); 28, 46 
(1945). 
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Тогда, в силу общих законов теории вероятностей, 
17 (у, 0°) просто равпо произведению первых функций рас» 
пределепия вероятностей 10; (у) и 10 (0). Следовательно, 
равенство (9.59) можно паписать в виде 
© 
№0=, ў ш (07). (9.60) 


Если распределение 17 (7) симметрично, то равенство (9.60) 
можпо еще свести к виду 


мс 


= (Е) {о (и")ау' при № (9') симметричном. (9.61) 
0 


Если \№(у’) определяет гауссово распределепие со 
средним отклопением о’, то, в силу (9.9), 


Среднее отклоцепие с’ можно подсчитать, исходя из 
спектральной пяотностя Ф (ө) и пользуясь равенствами 
(9.15) и (9.22): 
ә 

с = \ аф (в) а», (9.63) 
Если №, (8) также представляет собой гауссово распреде- 
лепие со средним значением ў и средним отклопением ө, 
то, принимая во внималие (9.7) и (9.21), получаем 


© Ц 
{ооа р 

07 г 

} (2) б (0) 

ё 


(9.64) 
Последнее равенство и представляет собой формулу Райса. 
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9.8. Реакция линейной системы на стационарное слу- 
чайное входное воздействие. Ответим, паконей, па вопрос, 
поставленный во введении к этой главе: как подсчитать 
выход линейной системы с постоянными параметрами, па 
вход которой действует стациопарпая случайная фупкция? 

В свете элементов теории случайных функций, из- 
ложеняых в предыдущих разделах, становится очевид- 
ным, что ключ к ответу на этот вопрос лежит в под- 
счете спектральной плотности выхода по спектральной 
плотности входа. Если же спектральпая плотность выхода 
найдена. то мезрудно подсчитать с помощью (9.22) 
фупкциою корреляции и с помощью (9.2[} срелпсе квад- 
ратичное зпачение. После этого. применяя методы, опи- 
санные в и.п. 9.6 и 9.7, можно оценить вероятлость воз- 
никповения больших отклонений от средпего зпачепия 
н частоту появлении величии, превышающих некоторую 
задаипую величин: 

Для многих технических задач в общем случае доста- 
точно зпать именно эти характеристики ВЫХОДНОЙ персмен- 
ной системы. 

Пусть ва вход системы подапа случайлая фупкция х (6), 
обладающая спектралыюй плотностью Ф (ө) и функцией 
корреляции ГӘ, (х). Тогда, в силу (9.21) и (9.22), мы будем 
иметь 


\ 9) 4% = А, (0) (9.65) 
19 


а о 
В 
В, (к) = { Ф(0) сово { Фоты, (9,66) 
0 = 

где, как это следует из соотношения (9.23), используется 
равенство Ф ( -– ю) = Ф (ш). Подобным же образом, обозна- 
чив через у(!) выход системы, а через Я («) его спек- 
тральную плотность и через К.(:)--его функцию корре- 
ляции, получим, что 


я (в) ао = В, (0) (9.67у 
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и 
РЯ я А 9 
А0) = \ 09) е (9.68) 


Пусть, как и выше, й({) означает реакцию линейной 
системы на едиличный импульс, приложенный к системе 
в момент времени # ~ 0. Если процесе пачипается с мо- 
менла времени {== то выход системы можно запи- 
сать в виде 


(= \ хуи - 94, 


где х(=}4= представляет собой импульс, ириложенный 
в момент 2 Ввелем новую переменную иитегрировапия 
и=!—<. Тала 


ви) { х0 шуй (и) и. (9.69) 


Таким образом, корреляционная фуикция №,(2) опреде- 
ляется выражением 


в = (00 


шух т наи) (и) ани. 


Но > 

ау КОЕ асг) 
р = Б, тии). 
Следовательно, применяя соотношения (9.66} и (9.68), 
получим 

> 


ОЕ 


-ә 


ў Ф (в) ею +итв) д (м) (ш) биш до. (9.70) 
в 
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Введем теперь передаточную функцию Р (5) линейной 
системы, представляющую собой изображение по Лапласу 
функции / (1). Обращаясь к соотношению (3.50), напишем 


Ею) = (ее (и) аи. 
2 


Принимая во внимание это равенство, преобразуем 
соотношепие (9.70) к виду 


{ дусла ў) Фа) (у (й) 


Е 


тв. 


В результате мы получим соотношение, связывающее спек- 
тральпые плотности 2 (0) и Ф (0): 


вв) Ро) Е (-- 


2 (1) Ф(ы), (9.71) 
где принято во виимавие, что фучкции Р (о) и А( — №) 
представляют собой комплекспые сопряженные величины. 

Соотношение (9.71) определяет слектральную плот- 
ность выхода по спектральной плотности входа и частот- 
ной характеристике данной линейной системы. С помощыо 
этого соотпошепия спектральную плотпость 0 (®} легко 
подсчитать даже в тех случаях, когда частотная характе- 
ристика задана в форме графика или таблицы числовых 
значений. Это еще раз указывает на важность попятия 
передатонной функции и частотной характеристики, Инте- 
ресно - отметить, что, так как фупкция Р (ёю) обычно 
обрацрается в пуль при о — <, спектральная плотность 
Е (®) выхода стремится к пулю при о = со быстрее спек- 
тральной плотиости Ф (є) входа. Это обстоятельство при- 
водит к «сглаживанию» выходной функции. 


9.9. Система второго порядка. Обратимся к простому 
примеру, основаплому па рассмотрении системы второго 
порядка. Движение этой системы описывается уравиепием 


(9.79) 
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Следовательно, передаточная функция системы имеет вид 


г КЕТ 
2 л)" 


где «ө, — часгота собственных колебаний системы без демп- 
фировапия, а $ — отношение истинного коэффициента демп- 
фирования к критическому зпачсиню этого коэффициента, 
определеинсе соотлошением (3.38). Поэтому 


ЕЕ 


а)" 
Следовательно, спекгральная плотность выхода опреде- 
ляется соотиоліснием 


(9.73) 


409) 


С помошью (9.21) мы найдем среднее кпадраличное 
значение выхода рассматриваемой липейной системы: 


Фу 


39/7 


(9.74) 


? 


Заметим теперь, что если & достаточно мало, то при 
є = 0 знаменатель подиитегральной функции в правой 
части равенства (9.74) приближается К нулю. Поэтому, 
если Ф (ю) – функция, изменяющаяся медленио, то 


Это соотношение показывает, что если коэффициент с об- 
радаетея в пуль, то среднее квадратичное лчение вы- 
хода становится бесконечно большим. При с = 0 переда- 
точная функция имеет чисто миимый полюс в точке ѓоа. 
В общем случае эго явление пеограниченного возрастания 
выхода имєст место к. жЖдыЙ раз, когда передаточная 
функция лилейной системы имеет чисго мнимый полюс. 
Поэтому, чтобы система действовала удовлетворительным 
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образом при подаче на ее вход случайпой функции, па 
передаточиую фуикцию системы необходимо наложить 
следующее требование: все полюсы передаточной функции 
Е (з) должны нисть отрицательные вещественные части. 
Таким образом, это осиов- 
ное требовацие, налагае- 
мое па систему при вход- 
пых функциях случайного 
Б вида, оказываслся тожде- 

т ствешым требованию, обе- 
спечивающему устойчи- 
вос1ь системы при вход- 
ных функциях обычного 
вида!) 

С помощью  дополпи- 
тельцых изменений переда- 
точной функции системы 
Фиг. бу можпо в общем случае 
обеспечить дальпейшее 
улучшение ‘качества про- 
цесса на выходе системы. 
Например, вполие очевид- 
но, что функция Ф (зо, 
входящая в правую часть 
500" (9.75), достигает минимума 

Фиг. 67 при некоторой частоте в; 

(фиг. 66). В этих условиях 

имеется возможность добиться уменьшения случайных флук- 

туаций па выходе, обеспечив эффективную отработку систе- 

мы при юа. Для элоко достаточно ввести в систему 

простую пропорциональную обратпую связь, показанную па 

фиг. 67. Тогда движение системы с обратной связыо будет 
описываться уже пе уравнением (9.72), а урависпием 


ттн 25 


1) Физически это слойстао объясиястся тем. что при приб 
жений системы к идеальному пезацанепому контуру 


и. 
собтвепвой 
частотой оһ, компонента чагтотного сисктра, имеихная частоту юу 
и содержащаяся во входпой фупкиии, можег «раскачать» колеб 
в системе до сколь угодно болылой амплитуды. —Ирилм. ред. 
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или 


(9.76) 


а 
га 1 (е+а)у= 


Чтобы сделать собственную частоту системы равной «$, 
достагочно потребовать выполнения соотношения 


А-а 
жа 

өж2 = 

о т 


(9.77) 


Поэтому путем наллежащего выбора коэффициента а 
обратпой связи оказывается возможным умепынить выход- 
ную переменную системы. 


9.10. Подъемная сила двумерного аэродинамического 
профиля, обтекаемого турбулентвым потоком несжимае- 
мой жидкости. В качестве второго примера рассмотрим 
тонкий плоский аэродинамический профиль с хордой с, 
перемещающийся с постоянпой скоростью & в турбулепт- 
ном потоке возду. Паправим ось х вдоль хорды, ось 
2—-по размаху крыла и ось у – перпендикулярно к на- 
правлениям хорды и размаха !). Предположим, что со- 
ставляющие и, о и м турбулентпых флуктуаций скорости 
малы по сравиепию с 47. Благодаря влиянию этих тур- 
булентпых флуктуаций угол атаки будет меняться во 
времепи и, следовательно, возникнут флуктуации подъем- 
ной силы профиля. Возмущение а угла атаки определястся 
отпошением 


07 
7, 


2 


справедливым при малых значениях флуктуаций 3). Здесь 
фулкция а (7) нграст роль вынуждающей функции. «Реак- 
ция» же системы определястся подъемной силой профиля 
с учетом флуктуаций илн, лучше сказать, определяется 
величиной коэффициента С, (1) “подъемной силы с учетом 


1) См. также правый рисунок ва фиг. 27.— Прим. перев. 


2) Так как в данной системе оссй д =агс іш 7 


Прим. перед. 
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флуктуаций 1). Такая задача была рассмотрена Г. У. Лип- 
маном ?). Гир 

Для подсчета среднего квадратичисго значения Сі (0) 
коэффициента подъемной силы пеобходимо, прежде всего, 
найти передагочпую функцию данного аэродинамического 
профиля. Но это уже было выполнено в и. 3.7. В самом 
деле, частотная характеристика А(іъ) такого профиля 
‘определена с помощью соотношений (3.54}- (3.58), в ко- 
торых входом служит флуктуация и, а выходом - - коэф- 
фициент С, подъемной силы. 

Следует иметь в виду, что флуктуации, обусловлен- 
ные возникновением турбулентности, являются трехмер- 
ными по самому существу явления турбулентности, т. е. 
каждая из переменных и, 9 и ® зависит от переменных 
х,у,2 и Ё В первом же приближении представляется 
достаточным учитывать только составляющую и и ее за- 
висимость от х и #Ё. Таким образом, мы считаем, что тур- 
булентность потока порождает флуктуацию о скорости 
или, что то же, флуктуацию угла атаки, определяемую 
отношепием 


(= 


Предположим теперь, что характер турбулентности не 
претерпевает заметных изменений на протяжении проме- 
жутка времени порядка с. Тогда составляющая угла 
атаки, обусловленная турбулентностью, будет также за- 
висеть только от разности #— х//, и мы можем приме- 
нить ^ выводы Сирса, приведенные з п. 3.7. Такое 
прёдположение часто вводится при исследовании турбу- 
лентностн, н оно существенно основано на выполнении 
следующего условия: быстрота изменения скорости отдель- 
ных жидких частиц при перемещении вдоль их траек- 
торий мала по сравнению с быстротой изменения скорости 


тла п уз (а), где А 
УИ ЕЯ й > И при малых и, о, о. Поэгому здесь мож- 
но перейти от Д к С. Паци. перев. 

 1їершапи Н; №. Јошт. Дегопаџі. Ѕсі,, 19, 793-801 (1952). 


1} Подъеми: десь постоянно, а 
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потока’в фиксированных точках жидкой среды 1). Прв 
этом предположении 


ба 7 аъ, (9.78) 


— спектральная плотпость случайной функ- 


ции 0/0. 
В силу (9.31) и (9.32), 


Ф (0) = т (9.79) 


Далее, Липман обнаружил, что фулкцию :$(#)? можно 
аппроксимировать выражением 


| р 1 
(0) а тр: (9.80) 
Таким образом, 


ба | 


= 4т2- 0 Пау Ба й = 
ГЕ 4 7 
и т 53 обр Илия) ] ‚ (9.81) 
где 
1= 22. (9.82) 


Найденная зависимость среднего квадратичного зпачения 
коэффициента подъемной силы от параметра т графически 
изображена на фиг. 68. 

Очевидно, что при с/.-—+0 мы приходим к случаю 
движения аэродинамического профиля малой хорды в сильно 
турбулентном потоке и 
4:9 Е 


<> 


1) Этот способ оценки скоростей существенно связан с методами 
описания двежения жилкой срелы по Лагранжу, с одной стороны, 
и по Эйлеру —с другой, сы. [35]. —Прим, перев. 


14 цянь-Сюэ-Сэнь 
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Таким образом, обтекание профиля носит квазистационар- 
ный характер, и наклон кривой С, по а равен 2=. С дру- 
гой сторопы, при больших значениях с/Ё мы приходим 
к случаю профиля длинной хорды, движущегося в потоке 
слабой турбулентности. Из соотношения (9.80) вытекает, 
что в этом случае С}->0. Это означает, что «порывы», 


10 
08 
Я, 
ап 04 
92 


Ф нг. 68 


возмущающие течение, полностью компепсируют друг 
друга и чистая подъемная сила равна нулю!) при обра- 
зовапии ударных перегрузок крыла. 


9.11. Пульсирующий вход. Очень важное значение 
имеет явление «пульспровапия» в части потока, являющейся 
аэродинамическим следом. Дело в том, что частицы воз- 
духа, находящнеся на границе всякого аэродинамического 
следа, совершают усиленные флуктуационные колебания 
таким образом, чго всякая частица, расположенпая вблизи 
этой границы, будет находиться то внутри этого следа, 
то вне его. Для частей хвостового оперсния, движущихся 
вблизи грамицы аэродипамиҷеского следа крыла, летя- 
щего при критическом угле по всему размаху крыла или 


2) Напомиым, что рель идет о приращении подъемной силы и, 
следовательно, коэффициента С,, обусловлешом турбулентностью: 
При ламиварном течении коэффициент подъемной силы профиля опре- 
деляется установиашейся составляющей угла атаки и может, в част- 
ности, оказаться равным нулю при соответствующем значении этой 
составляющей. —Йрим. перев. 


9.11. Пульсирующий вход _ 


по части крыла, это пульсирующее воздействие может, 
следовательно, иметь исключительно важное значение, 
определяя подтемпую силу горизонтального оперепия. 

Чтобы составить себе грубое представление о даниом 
явлении, будем рассматривать поток в области хвостового 
оперения, как стационарное однородное течение со скосом 
потока, включаемым и выключаемым в беспорядочно сле- 
дующие однин за другим моменты времени 1). Такое тече- 
ние служит, вероятно, хорошей моделью аэродипамиче- 
ского следа крыла при критическом ле атаки. Если 
допустить, что вероятность этого переключения подаи- 
няется распределению Пуассона, то имселся возможность 
использовать для решенвя задачи выражение (9.50) спек- 
тральной плотности, внеся в него некоторые изменения: 
здесь средпее значение отклонения уже равно пе единице, 


а среднему зпачепию И 08/0 угла атаки; средпяя про- 

должительность промежутка времени, на протяжении 

которого выпуждающая фупкция включена, равна сред- 

кему интервалу Т. Таким образом, выражение для сиек- 
тральной плотности имеет в этом случае вид 

2 т 1 

Ф (а) = тат т (9.83) 

+5) 

Следовательно, среднее квадратичпое значение коэффи- 
циента подъемной силы приблизительно равпо 


с} 


при 


1) О скосе потока см. [24, 49]. — Прим. перев 
14* 
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Это соотношение графически изображено на фиг. 69. Пре- 
дельные зпачения, отвечающие случаям з= 0 и п-ә со, 
конечно, совпадают с предельными значениями, рассмот- 
ренными в предыдущем пункте, 


Фиг. 69 


9.12. Методика разработки следящих систем, входом 
которых служат случайные функции. При рассмотрепии 
реакции системы второго порядка на случайную входную 
функцию мы указывали на возможность улучшения про- 
цессов в системе путем введсния в нее обратной связи и 
превращения се тем самым в <ледящую систему. Одкако 
в разобраипом примере цепь обратной связи является 
довольно примитивной в том смысле, что величина коррек- 
тирующего воздействия, создаваемого обратной связыс, 
и входная вынуждающая функция суть величины одкого 
и того же порядка. В схемах более практического харак- 
тера эту цепь обрагной связн можно делать более гибкой, 
с тем чтобы умснышать потребиое корректирующее вос- 
действие. Папример, движепием крыла в турбулеитном 
потоке можо управлять с помощью системы агтомати- 
ческого регулировапля, перемещающей управляющий 
щиток, который поворачивается около оси, фиксированной 
относительно крыла. В такой коиструкции сила, необ. 
димая для передвижения шитка, может быть ничтожной 
сравнительно с измепением аэродивамических сил, произ- 
ведепным в результате этого передвижения. Общая схема 
мыслимой системы автоматического регулирования для 
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управления положением щитка изображена ва фиг. 70. 
Входной случайной функцией служит турбулситкый поток 
воздуха. Первая аэродинамическая передаточная функция 
Е,{5) доставляет связь между турбулентным потоком 
и подъемпой силой, обусловленной этим турбулеитным 
потоком; эта функция приближенно определяется выра- 
жением (3.56). Под действием изменелий подъемной силы 
газона | 


‘часное 
воздейотеуе 


5) 


Деление 
крыла 
ны 


а щиток 
а 


функция 


и продольного аэродинамического момента крыло начи- 
нает перемещаться в направлении, параллельном верти- 
кали, а также поворачиваться в своей плоскости. Связь 
между иэродинамическими силами и движением крыла 
определяется передаточной функцией Р, (5) движепия. 
В результате этого движения крыла возникают два явле- 
пия. Первое из них заключается в появлепии аэродина- 
мических сил, обусловленных движением крыла !) и харак- 
теризуемых второй аэродинамической передаточной функ- 
цией Г, (5). На схеме это явление изображается нервой 
цептю обратпой связи, которую, одпако, проектировщик 
не может задать по своему усмотрению. Но в распоря- 
жении проектировщика находится вторая цель обратпой 
связи, характеризующая второе влияние движепня крыла; 
от этого движения производится управление перемеще- 
нием регулирующего щитка, согласно передаточной функ- 
ции Р(5). В свою очередь щиток, перемещаясь относи- 
тельно крыла, создает новые аэродинамические силы, 
характеризуемые передаточной функцией Ё, (5). Таким 


1) Эти силы возникают благодаря изненсвию характера обтекания 
крыла при изменении его угла атаки. Прим. перев. 
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образом, изображения входа и выхода системы оказываются 
связанными соотношением 1) 


У= Е, (5) 17, (5)Х + Г. ($) УА, (8) Р, (5) У] 
или 


Рт (8) Ра (8) 
з (5) 0а (5) + Р, (5) Ра (5) ] 7 (9.85) 
Следовательно, зил можем изменять передаточную фупк- 
цию 2.(5) всей системы в целом путем падлежащего 
формирования передаточной функции Ё, (5) цепи регули- 
рования. 

Пусть Ф(®) есть спектральная плотность входа х, 
2 (0) — спектральная плотность выхода, т.е. перемещения 
#(1) крыла. Тогда, в силу (9.71), 


а (о) = (0), (№) Е, (ы), (9.86) 


где функция Р, (5) опредслепа соотпошекисм (9.85). Вполне 
очевидно, что для обеснечения наибольшего удобства 
для пассажиров самолета необходимо уменьшить в наи- 
большей возможной степени ускорение 4" (/) крыла. Это 
значит, что пеобхолимо достичь минимума величины (07), 
Соотношение (9.16) показывает, что среднее квадратич- 
ное значение величины у" можно подсчитать с помощыо 
функции корреляцин. Но функцию корреляции можно 
найти, коль скоро известпа спектральная плотность. 
Рассматривая эти спотношепия совместно © передаточной 
функиией (9.85) и выражением (9.86) для спектральной 
плотности выхода, получаем 


Е. 
УЕ. ($ 


«р (о) 


гу (оу Е. (1) а 
ГА оу Р ӘУЕ) 49 (8.87) 


е 


зааг о пахождении минимума величины (07)? решается 
путем постросния такой передаточной функции Р, (5) пепи 
регулировапия, которой отвечает искомый минимум. Для 
этого зададим общий вид передаточиой функции этой цепи, 
оставив парамегры пока пеопределенными. Тогда при 


жении справедливости принципа суперпозиции (по- 
ток, создаваемый крылом со щитком, равен сумме потоков от крыла 
и щитка порознь). Грим. перев. 
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фиксированных остальных передаточных функциях Ё, (5), 
Е, ($, Е,(5) и Ё, ($) и при спектральной плотпости входа, 
заданной, наприме с помощью соотношения (9.79), 
можно поделитать (9° (2 в функции этих леопределен- 
ных пграметров. В этих условиях задача отыскания 
мипямума сводится к обычной экстремальной задаче по 
отношению к совокупности этих параметров, которые 
определяются из условия досткжелия минимума величины 
(0). Передаточная функция, которую мы получим в ре- 
зультате решения этой экстремальпой задачи, окажется 
наилучшей передаточиой функцией в смысле обеспечения 
наибольших удобств пассажиров в самолете). 

Приведенное рассуждение представляет собой лишь 
один из примеров того, как следует находить оптималь- 
ные условия регулирования исходя из поставленной цели 
и при заданных свойствах входа. При другом способе 
проектирования системы можно было бы исходить из ми- 
нимума средпего квалратичного значения упругих напря- 
жений, возникающих в материале крыла под действием 
турбулептного потока воздуха. В такой постановке задачи 
оптимальная передатоппая функция цепи регулирования 
будет уже другой, но общая формулировка задачи оста- 
нется неизменной. Такую задачу о проектнрованин системы 
автоматического регулирования при условии достижения 
оптимальных процессов, определяемых количественными 
соотношениями, следует рассматривать как дальнейшее про- 
движение по сравнению с критерием, обсепечивающим 
только устойчивость системы, и другими качественными 
критериями ‘при просктировании таких систем, разобрап- 
ными в предыдущих главах. Общие соображения такого 
рода впервые были сформулированы, повидимому, А. С. Бок- 
сенбомом и Д. Новиком *). 


>) Здесь оптимальная передаточная функция находится з рамках 
заранее предписатной структуры пели регулирующей обратной связи, 
Не исключено, что для существенного повышения качества процесса 
(в данном случае для уменьшения ускорений) придется изменить самую 
структуру пепи, например путем введения корректирующих кову- 
ров ит. п. Эту более обшую задачу изложенный метод непосред- 
ственно не решает. —Прим. перев, 

3) ВокзепБош А. 5., Моу:К 0., МАСА ТК 2939 (1953). 


Глава Х 


РЕЛЕЙНЫЕ СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ 1) 


Если следящая система содержит звено, работающее 
по характеристике «включено — выключено», то такая 
система называется релейной. Как было отмечено в п. 6.3, 
одно из больших достоинств релейных систем заключается 
в их дещевизне. Однако поскольку выход релейного звена 
изменяется не пропорционально входу, т. е. соотпошение 
между входом и выходом не является линейным, поведе- 
ние релейных систем нельзя исследовать методами линей- 
ной теории. В настоящей главе мы сперва изложим при- 
ближенную теорию устойчивости релейпых и других подоб- 
ных следящих систем, основанную на критерии Найкви- 
ста в несколько изменепной форме. В последующей части 
этой главы мы рассмотрим более новую и вместе с тем 
болсе трудную задачу о методике использования прису- 
щих релейным явлениям нелинейных характеристик для 
улучшения качества следящих систем. К сожалению, 
этот вопрос исследован пока далеко пе полностью, и об- 
щее решение его еще впереди. 


10.1. Приближенная частотная характеристика реле. 
Рассмотрим синусоидальный вход х (#) частоты ® и ампли- 
туды а: 

20) =аЯп ое. (10.1) 


Идеализируем характеристику реле в том смысле, что 
ве будем учитывать продолжительности его срабатывания, 
считая его действие мгновенным, т. е. без запаздывания 
во времени. С другой стороны, учтем явление гистере- 
зиса в работе реле: когда входная величина положительна 
и возрастает, выходная величина реле меняется от пуля 
до ес наибольшего значения А при х==5. Когда входная 
величипа положительна, но убывает, выходная величина 


1) См. также [5, 6, 7, 9, 13, 16, 22, 42, 76]—/7рим. перев. 
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реле меняется от А до нуля, достигаемого при х= с» 
причем 5 больше с. Величина $ называется током вклю” 
чения, а с— током выключения. 

При отрицательных значеннях входной величины вклю- 
чение и выключение реле совершаются прих-= —фих-= —с 


Выключение, 


Фиг. 71 


соответственно. Соотношение между входом и выходом 
релейпого звена можно изобразить с помощью графика, 
приведенного на фиг. 71. Очевидно, что между входом 
и выходом имеется сдвиг по фазе. Это отставание по фазе, 
которое мы обозначим через 9, определяется соотномением 


в=1 Гатсвіп 2 - агсзіп 2 ] В {10.2) 


Промежуток времени, в течение которого реле остается 
включенным, равен 2а/ю, где а— половина длины одного 
импульса прямоугольной волны, определяемая соотношением 


О 


я 


5 +9 —агс5іп С 


Период выходной переменной равен периоду входной 
переменной, т, в. равен 2т/о. 

Представим теперь выходную переменную (1) релей- 
ного звена посредством ряда Фурье 


а 


р (=—агсзја 5 — агсѕіп =). (10.3) 


90) = Ў авія (ө? = 0]. (10.4) 


Для коэффициепта а; при первой гармопике имеем про- 
стое выражение 
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где а определяется с помощью равенства (10.3). В релей- 
ной следящей системе, блок-схема которой изображена 
на фиг. 72, выход релейного звена служит корректиру- 
ющим сигпалом, возбуждающим исполнительный привод 
системы. Такая следящая система обладает в общем слу- 
чае свойствами фильтра и в большой мере умепьшает 
влияние высших гармоник. Поэтому в приближенном 


Исполнительный {Е 
= рые м они а 0, 


ретулиргаания 


20) + 
> 


Убалитель, 


—— 


Фиг. 72 


исследовании мы можем пренебречь всеми высшими гар- 
мониками и припять за выход функцию а, ѕіп (оё — 6). 
В этом предположении отношение выхода ко входу равно 


оу" ов, (10.5) 


Слелозательпо, функцию /, (ёю) можно рассматривать 
как частотную характеристику реле. Разумеется, она 
не представляет собой подлинной частотной характери- 
Стики. Подлинная частотная характеристика, определсн- 
ная таким образом, как это сделано в предыдущих гла- 
вах, зависит только от частоты и не зависит от ампли- 
туды входа. Одпако частотная характеристика, выписан- 
пая в правой части равенства (10.5), зависит от ампли- 
туды а входа. Для отрицательных зпачепий є имесм 


х(д = ата = — ато і, о < 0. 


Следозательно, для такого входа выход может быть при- 
ближенно выражен в виде 
90 = — А зто (2—0) зіп а ѕіп (0#4-0), ө < 0. 
Тогда отношение выхода к входу 
Ра) Ао", о 0, 


Отсюда, сравпивая с равенством (10.5), имеем 
Р,(— і) = Ё, (ш), ө <0, 
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и общее свойства частотной характеристики системы, вы- 
ражаемое равенством (3.17), здесь сохраняется. С другой 
стороны, фуйкция /', (ёю) вообще пе зависит от частоты в. 
Поэтому нсполізовапне здесь обозначения частотной харак- 
теристики является неподходящим; однако, чтобы подчерк- 
нуть, что эта функция представляет собой отпошение 
выхода ко входу, мы будем полізоваться дапным обозна- 
чением, песмогря па указанное обстоятельство. 

Когда амплитуда а вхола очепъ велика, мы получим, 
в силу равенств (10.2), (10.3) и (10.5), 


Е, (о) = 11 при а> оо. (10.6) 


Когда амплитуда а очень мала, реле вовсе не сработает. 
Порогоцое значение наступает при а = 6. Тогда 


агат) при а= 6. (10.7) 


Таким образом, граничные значения частотной характери- 
стики реле полностью определяются характеристикой реле. 

10.2. Метод Кохенбургера. Допустим на мгновепие, 
что амплитуды всех гармоник вхолпой фупкции реле 
равны между собой. Тогда частотная характеристика 

(о) реле сводится к комплексной постоянной, опреде- 
лясмой равенством (10.5). Пусть А, (4ч) есть частотная 
характеристика всей остальной части цепи, изображенной 
па фиг. 72; тогда частотная характеристика всей прямой 
цепи равпа Ё (ѓо) Р, (бъ), Согласно критерию Пайквиста. 
(п. А 3). и того чтобы система была устойчивой, кри- 
вая 10Р, (9) Е, (25) па комплоксной плоскости при изме- 
Е О. ЗЕ должна охватывать точку — 1. Дру- 
гими словауи, кривая 1А, (4») Г, (Ё»)] должна цересскать 
веществепную ось слева от точки .– 1. Но, коль скоро 
амплитуда а входной функции реле лостояпна, будет 
постоянной и функция Ё, (25), и указанное выше условие 
устойчивости оказывается равносильным требованию 
о том, чтобы частотпая характеристика 1/Е, (#2) охваты- 
вала точку — Г, (19) при изменении ө от 0 до <. Такова 
оспова метода Кохепбургера !) применения частотных 


1) Косһепьштцег В. Ј. 
(АІС), 69, 270—984 (1950). ( 
Л. С. Гольлфарбом, єм. «Автоматика н Т 
(1947). _Ирим. перев.) 


. Тапа. Атег, 109. Сіссіт. Гид. 
тот метод был ранее разработан 
лемехацика», 5, 349—383 
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характеристик для исследования устойчивости релейных 
следящих систем. Независимо от него аналогичный метод 
был разработан Дютилем 1). 

Кохепбуртер рассуждает следующим образом: если 
амплитуды гармоник входной функции не равны между 
собой, то для использования условия устойчивости, описан- 
ного в предыдущем пункте, необходимо только примепить 
это условие ко всем значепиям К, (і), соответствующим 
изменению амплитуды от О до оо. Геометрическое место 
точек —Ё,(15) при различных значениях а представляет 
собой кривую, которая выходит из точки, отвечающей 


СС 


Фиг. 73 Фиг. 74 


пороговому значению амплитуды, определясмому соотпоше- 
нием (10.7), и окапчивается в качальпой точке 0 плоскости 
комплексной переменной (фиг. 73). Условие Кохепбургера 
достаточное для устойчивости исследуемой системы, форм 
лируетея следующим образом: кривая 1 1(2о) должна охва- 
тывать геометрическое место — Ё, (9) целиком, как это 
показано на фиг. 73. На фиг. 74 показано течение соответ- 
ствующих кривых в случае полной неустойчивости системы. 
Стрелки, напесенпыс на кривой — Г, (іо), указывают на- 
правление возрастания амплитуд гармоник входной фупкции 
реле. Стрелки, нанесенные на кривой 1/7, (о), указывают 
‘направление возрастания частоты (частота возрастает начи- 
ная со значения о = 0 в пачале). 


быв +. В., 17Опйе &есісідие, 30, 438—445 (1950). 
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Помимо этих случаев полной устойчивости и полиой 
неустойчивости системы, встречаются различные случаи 
частичной устойчивости или неустойчивости с возможностью 
существования автоколебаний определенной частоты и по- 
стоянной амплитуды. Например, на фиг. 75 изображен ход 
кривых, соответствующих устойчивым автоколебаниям. При 
малых амплитудах точки кривой — Ё,(#»} находятся «вне» 
кривой 1/Е, (ію) н, следовательно, система неустойчива, ибо 
амплитуда колебаний будет нарастать. С увеличением ампли- 
туды точка — Е, (15) перемещается по направлению к кривой 
Е, (ію) и, в конце концов, достигает точки Р; пересечения 


Парог 
амплитуды 


кривых, в которой система будет колебаться с частотой 
и амплитудой, соответствующими этой точке. Таким обра- 
зом, этб колебание начинастся при достаточно малых на- 
чальпых отклоцепиях, и все явление получило название 
мягкого возбуждения. Система не стремится удалиться 
от состояпия, отвечающего точке Р., так как всякому 
увеличепию амплитуды будет противодействовать демпфи- 
рующее действие при попадании изображающей точки 
в область устойчивости. Таким образом, точка Р, характе- 
ризует сходящиеся колебания, и в ней система будет всегда 
находиться в состоянин автоколебапий. На фиг. 76 изображен 
другой случай, когда точка Р, пересечения кривых — Ё, (ёв) 
нЕ, (іо) соответствует неустойчивым колебаниям. Система 
всегда будет стремиться удалиться от состояния, отвечаю- 
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щего точке Р,. Однако при достаточно малых возмущениях 
она остается устойчивой. 

Кривые на фиг. 77 и 78 отвечают более сложным слу- 
чаям, при которых одновременно имеются как точки тина Ру, 
отвечающие устойчивым автоколебаниям, так и точки типа 
Р,, отвечающие неустойчивым автоколебаниям. Система, 
соответствующая фиг. 77, будет колебаться при сообщении 
ей возмущений достаточно больнюй амплитуды. Такое 
явлепие называется жестким возбуждением. Система, соот- 
ветствующая фиг. 78, всегда будет колебаться, если только 
амплитуда возмущения не слишком велика. При достаточно 
5ольших возмущениях колебания будут расходящимися. 


Гороа 
анлату 


РАТУ) 


Фиг. 77 Фиг. 78 


Во всех случаях, соответствующих фиг. 75--78, наблюдаст- 
ся характерная зависимость поведения системы от ампли- 
туды возбуждающего ес воздействия и возможность суще- 
ствования’ устаповивщихся колебаний при определенных 
как частоте, так и амплитуде. Все эти свойства характерны 
для нелинейных систем, и нми ие обладают системы линей- 
ные, изучению которых были посвящены предыдущие гла- 
вы *). Конечио, существования таких свойств можно было 
ожидать уже на осповачни введения в теорию пелипейпых 
систем, содержащегося в п. 1.3. 


1) Следует подчеркнуть, что изложенный вьише метод является 
приближевным и, будучи весьма практичным, в некоторых случанх 
может привести даже к неправильным выводам. — Грим. ред. 
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10.3. Другие нелинейные устройства, не пропускающие 
высоких частот. Метод Кохенбургера представляет собой 
весьма эффективный метод решения задачи об устойчиво- 
сти релейной следжией системы. Его можно применять 
при исследовании достаточно сложных систем; при этом 
метод позволяет непосредственио использовать частотные 
характеристики, полученные экспериментальным путем. 
В большинстве прикладных задач, где исполнительный 
привод, следующий за реле в схеме системы, обладает 
достаточными фильтрационными свойствами, пренебрежение 


высшими гармониками является вполне оправданным, Свой- 
ства системы, найдениые теоретически, совпали со свой- 
ствами, обнаруженными в результате эксперимента. По- 
этому, коль-ёкоро при разработке системы ставится только 
требование обеспечения устойчивости релейной системы, 
метод Кохенбургера полностью решает задачу об обеспече- 
нии устойчивости такой системы. 

Вместе с тем метод Кохепбургера примепим пе только 
к релейным слелятим системам, но в такой же мере ко многим 
другим нелинейным устройствам. Отправным пупктом этого 
метода исследования служит то обстоятельство, что каче- 
ствепный характер отработки реле не зависит от частоты, 
но зависит от амплитуды, тогда как качественный харак- 
тер отработки линейной системы зависит от частоты и не 
зависит от амплитуды. 
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Но, как известно, имеется много нелинейных устройств, 
процессы в которых протекают в качественном отношение 
так же, как и в релейных звеньях. Примером такого устрой` 
ства служит механическая передача с зазором, в чем можис 
убедиться с помощью следующего рассуждения: пусті 
8, — угловая координата ведущего вала, на который жесткс 
насажена входная шестерня передачи, и пусть 0, — углова; 
координата ведомого вала и жестко связанной с ним вы. 
ходпой шестерпи передачи. Тогда соотношение между 9 
и 8, можно изобразить с помощью графиков, подобных 
трафику, приведенпому па фиг. 79, где 28 — полная вели- 
чипа зазора в передаче. Если вход 8, передачи измепяется 
по синусоидальному закону, то ее выход изображается 
определенным образом сплюспутой синусообразной волной 


8. 


Фиг, 80 


отстающей по фазе от входа (фиг. 80). Так как соотноще- 
ние, связывающее 6, и 0,, пе зависит явно от времепи, тс 
легкр убедиться, ато форма выходного колебания 6, пе из- 
менится при изменении застоты входиого колебания 8,. 
Таким образом, реакция механической передачи изменяется 
по. амплитуде, но остается неизменной по частоте. 

Обозначим отношение амплитуды основной гармоники 
колебания 0, к амплитуде основной гармоники колебания 9, 
через Ё, „быу, причем Ё, (ёе) характеризует также и фазо- 
вый сдпиг; тогда последиее утверждение означает, что 
Е (іо) является фупкцией от а, но пе зависит от о. Следо- 
вательно, эту зависимость можно применять для изучения 
следящих систем, содержащих механические передачи с за- 
зорами, совершенно так же, как зависимость Р,(1») релей- 
пого звена использовалась в предыдущем разделе. 
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10.4. Оптимальная отработка релейной следящей систе- 
мы. Напомним, что, согласно критерию устойчивости Кохен- 
бургера, кривая 1/Ғ, (22) должна охватывать всю кривую 
— Е, (15) целиком, а не только точку - |, как в случае 
обычных следящих систем. Это условие пакладывает более 
«сильные ограничения па другие звепъя системы; именно 
по этой причине качество релейной следящей системы 
в общем случае ниже качества обычной следящей системы. 
Однако это свойство не представляет собой педостатка, 
присущего релейным следящим системам. В самом деле, 
вместо того, чтобы ограничиваться обеспечением устойчи- 
вости, мы можем рассматривать реле как устройство, 
предпазпаченное для операций включепия и выключения 
и способное производить положительный или отрицатель- 
ный постоянный корректирующий сигнал или ис вырабаты- 
вать вовсе никакого сигпала, и затем поставить вопрос: 
каким образом следует производить включение и выклю- 
чепие реле в зависимости от выходной персменлой, с тем 
чтобы получить оптимальлый процесс во всей системе в це- 
лом, Пусть, например, требуется обеспечить возможно более 
быстрое возвращение системы к стабилизируемому положе- 
цию после возмущения. Такое требование не только пред- 
усматривает возвращение системы к стабилизируемому со- 
стоявию (т. с. устойчивость ее), но также обусловливает 
быстрейшее осуществление этого возвращения. Решение 
данной оптимальной задачи заключастся в указании закона 
срабатывация реле в зависимости от изменения выходной 
переменной; знание этого закола срабатывания лежит 
в основе расчета следящей системы. 

Релейпыє следящие системы, разработанные с учетом 
требований, вытекающих из рассмотренной здесь более 
общей постаповки задачи, будут, несомненно, превосходить 
по качеству обычпые линейные следящие системы по той 
причине. что нелинейная характеристика релейпых звеньев 
используется при этом самым полным образом1). 


10.5. Фазовая плоскость. Обозначим через у выходную 
‚ а через х – входную; тогда дифференциальное 


) Мало того, доказано, что именно системы, содсржатие релей- 
ные звенья, явлтотся наиболее быстролействующими из всех возмож- 
ных. — Прим, ред. 


15 цянъ-Сюэ-Сэнь 
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уравнение системы второго порядка, линейной или нелнней- 
ной, можна в общем виде написать следующим образом: 


00 0 = х0, (10.8) 


где точка означает дифференцирование по времени. Урав- 
непие (10.8) межно переписать в виде системы уравнений: 


(10.9) 


Если рассматривать у и ў как зависимые переменные, 
то ураввепня (10.9) представляют собой систему двух 
дифференциальных уравнений первого порядка относитель- 
по веизвестных ии у. Если входное воздействие отсут- 
ствует (х= 0) и если фупкция Ё не зависит явно от ў 
т. е. система является автономной, что часто и имеет 
место, то первое уравнение сисгемы (10.9) можно разре- 
шить?) относительно (7/4 и выразить 4/14 как функцию 


от у и у. После этого систему можно переписать в виде 


=, 0), 


Е 

а 
10.10 

Е (10.10) 

СА 


Эта” система уравлений пе содержит # явно. Разделив 
первое уравнение системы (10.10) на второе, получим 


ау . а 
зр =, 09 (10.11) 
1} Ваоду, где 9/ = 0. — Прим. перев. 
ду 


з) Пралая часть первого уравиения (10.10) обозначастся через 
е (0, 0) для удобстве, чтобы записать производную 09/04 в виде 
функции от у и #. — Прим, перев. 


10.5. Фазовая плоскость 227 


Мы пришли, таким образом, к уравпению первого порядка, 


в котором и играет роль иезависимой, а у-— зависимой 
переменной. Решив это уравнение, мы можем с помощью 


системы (10.10) определить зависимость между Ё и у. 
С физической точки зрения только что проведенные 
преобразования предполагают, что состояцие системы опи- 


сывается с помощью переменных у ну, а не с помощью 
более припятых для этой цели перемен- 

ных у и. Если перемепиая и опреде- йі 
ляет положение некоторой материальной 


точки, то у представляет собой ее ско- 


рость, Таким образом, переменную џ мож- 
но рассматривать как величипу, характе- 
ризующую количество движения этой 


материальной точки, Тогда у н ў ха- Фиг. 81 
рактеризуют положение и количество 

движения материальной точки соответственно. Физики па- 
зывают такое описание состояция системы изображением 
в фазовом пространстве. В расемотренном частпом при- 
мере фазовое пространство имеет лишь два измерения н, 1 
ким образом, представляет собой фазовую плоскость. Следо- 
вательно, поведение системы второго порядка определяется 
кривой на фазовой плоскости. Каждая точка этой кривой 
изображает состояцие системы в определенный момент #. 
Направление на кривой, соответствующее возрастанию 
времени, припято указывать стрелками вдоль этой кривой 
(фиг. 81). Если система имеет порядок п, то фазовое 
пространство будет пространством и измерений, а поведе- 
ние системы будет изображаться кривой в этом л-мерном 
пространстве. 

Практическое достониство метода изображения на фазо- 
вой плоскости заключается в том, что очень большос коли- 
чество нелипейных сист второго порядка принадлежит 
к классу автономных систем и для них справедливо урав- 
нение (10.11), а это уравпение можо решить, ло крайней 
мере графически, по методу изоклин'). В самом деле, 


1) См. |), 20, 52, 53]. — Прим. перга, 
15* 
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характер системы сразу же выявляется, как только на 
фазовой плоскости наносится поле направлений фазовых 
траекторий в соответствии с уравнением (10.11). На исполь- 
зовании таких геометрических свойств фазовой плоскости 
зиждется теория лелинейных колебапий; метод, связапны 
с использованием указанных геомегрических свойств, на- 
зывается топологическим методом нелинейной механики 1). 

Чтобы выразить наши предыдущие попятия на языке 
изображений па фазовой плоскости, рассмотрим простую 
задачу об исследовапин линейной системы второго порядка, 
свободной от действия возмущающей силы, 


0. (10.19) 


Это уравнение получится с помощью уравнения (3.39), 
если в этом последнем уравнении выбрать единицу времени 
так, чтобы сделать частоту о, свободных незатухающих 
колебаний равной единице. Коэффициент © представляет 
собой, конечно, огношение коэффициспта демпфирования 
системы к его критическому значению. В колебательных 
системах |5|< 1°) уравиение (10.12) можно переписать 
в виде 


ЕЛ 


{10.13} 


(10.14) 


Очевидпо, что линиями постоянного наклона Фу/@у па 
фазовой плоскости служат радиальные прямые, проходящие 
через пачало коордилат. На фиг. 82 — 86 изображены пять 


зу см. |1, 8, 53].--Нлим. перев. 

2) Следует иметь в виду большое качественное р 
нии систем, в когорых ОЕ, и систем, в которых 
Прим. перев. 
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типов фазовых траекторий, отвечающих случаям 0 < — 1; 
166 0; 5=0; 0 Ти 150 соответственно. 
Графикн па фиг. 82 и 86 характеризуют неколебательные 
системы, графики на фиг. 88 и 85 соответствуют коле- 
бательпым системам, а график на фиг. 84 относится к слу- 
чаю чисто гармонических колебаний. 

На этих фигурах пачало координат на фазовой илоско- 
сти соответствует состоянию равновесия, при котором обе 


производные 4! н 41:4! равны пулю. В математическом 
отпошепии вачало координат предславляет собой особую 
точку системы уравиепий (10.13). Однако в каждом из трех 
различных случаев С <“ 0, с=0 и 0-`$ состояние равно- 
весия имест различный характер, Из графиков на фиг. 82 
и 83 следует, что при 5 < 0 все фазовые траектории рас- 
ходятся ог состояния равповесвя. Поэтому пачало коорди- 
нат является точкой неустойчивого равновесия. Из графи- 
ков па фиг. 85 и 86 следует. что при 0 = @ все фаловые 
траектории сходятся к состоянию равповесия. Поэтому 
начало координат является точкой устойчивого равповесия. 
Математически начало координат на фиг. 82 и 86 пред- 
ставляет собой точку, через которую проходят все фазовые 
траектории: эта точка называется узлом. Начало координат 
на фиг. 83 и служит центром спиралей и называется 
фокусом. В особом случае, отвечающем фиг. 81, где <= 0, 
фазовые траектории окружают начало, и потаму в этом 
е, чае начало называется депғром. 

Если основное уравнение, описывающее систему второго 
порядка, содержит постоянный возмущающий члеп, т. е. 
имеет вид 


(10.15 


где с`- постояшая, то его можно записать следующим 
образом: 


Следовательно. в этом случае течепис фазовых траекторий 
совершению аналогично их течению, нзображенпому па 
фиг. 82 и 86, с тем единственным изменением, что в рас- 
сматриваемом случае точка равновесия сдвинута по оси у 
и паходится в точке у = с па этой оси. 


{<-1 


ЗЕЕ 


Фиг. 82 Фиг. 83 


Фиг. 84 фиг. 85 
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10.6, Линейное включение. В последующем рассуждении 
мы упростим задачу о переключении реле, предположив, 
что реле может паходиться лишь в одном из двух состоя- 
ний: в одком из них выходная координата равна положи- 
тельной, а в другом — отрицательной единице. То обстоя- 
тельство, что абсолютная величина выходной коордипаты 
реле припята равной единице, очевидно, не ограничивает 
общности рассуждения. По прежде, чем персходить к раз- 
бору задачи об оптимальном законе срабатывания реле 
в общем виде, рассмотрим более простой случай линейного 
закопа срабатывания: возмущающая функция с, создавае- 
мая релейным устройством, равна единице по абсолютной 
величине, а знак ее совпадает со знаком линейной формы 


ау-+- 6. Мы касаемся этого случая в целях 
некоторых свойств общей задачи. 

Свойства релейных следящих систем с линейным законом. 
срабатывания исследовали Флюгге-Лотц?) и Флюгге-Лотц 
и Клоттер*). Пиже приводится обзор качественных резуль- 
татов их исследований. Упомянутые авторы рассматривали 
систему, описываемую дифференциальным уравнением 


пострации 


2, . 
аш 121 № уві (ау 6, 001. (10-16) 
Фазовую траекторию, соответствующую положительной 
единичной вынуждающей фупкцин, пазовем Р-дутой, а фа- 
зовую траекторию, соответствующую отрицательтой еди- 
личной вынуждающей функции, дугой. Совокупность 
всех Р-дуѓ называется Р-совокуппостью, а совокупность 
всех №-дуг— А -сопокупностью. Вспомвная наши рассужде- 
ния, связанные с исслеловаиием уравнения (10.15), мы 
приходим к заключению, что для данного уравиения совс- 
купность Р представляст собой систему сходящихся спира- 


лей с фокусом в точке = 4-1, у = 0, а совокупностью № 
служит система сходящихся слиралей с фокусом в точке 


1) Е1асдеоёг 1., 2. пдеу. Маб. Месћ., 25—27, 97—113 
(1947) 

3) Е1йтпеТ оёз Т., К10+ёег К., 7. апре. Майн. Мосћ., 28, 
317—387 (1918). 
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у= —1, у=0. Желаемое окончательное состояние системы 
соответствует, копечно, началу координат у= у = 0. 

В зависимости сочетапия знаков постоянлых а и ё 
в фупкции в правой части уравнепия (10.16), определяющей 
закоп переключения реле, можно выделить четыре случая. 
Отнесем к случаю 1 действие системы при а > 2; 6 > 0. 
В этом случае линия переключения реле ау -- Ву = 0 пред- 
ставляет собой на фазовой плоскости прямую, проходящую 


Прямая 
- поронмочения 


ау+5у=9 


Фиг. 87 Фиг. 88 


через начало коордипаг и расположенную во втором и‘ 


. вертом 5вадраитах. Вираво от этой прямой функция ау -- бу 
положительна, и соответствующая область служит областью 
расположения Р-совокупиости. Влево от прямой фуцкиия 


ау-ЕФу отрицательпа, и соответствующая область служит 
областью расположения М-совокупности. На прямой пере- 
ключения обе совокупности смыкаются, образуя угловые 
точки (фиг. 87). Условие существования периодического 
движения состои: в том, чтобы имелась такая Р-дуга, 
обе точки пересечения которой с прямой переключения 
находятся па одипаковом расстоянии от начала координат, 
тогда, в силу симметрии, будет иметься и такая №-дуга 
с другой стороны прямой переключепия, которая соединяет 
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эти точки перессчения. Обе эти дуги, рассматриваемые 
совместпо, образуют на фазовой плоскости замкпутую 
кривую. По терминологии пелипсішой мехапики такие пери- 
одические движения называются предельными циклами. Мы 
сейчас убедимся, что в нашей задаче периодическое движе- 
ние может иметь место. 

Условимся обозпачать символами 8р и теточки на пря- 
мой перекточения, в которых Р- дуга и №-дуга соогветствен- 
но касаются этой прямой, а символами Кри Юу —последиие 
перед $ви 53 точки перссечения дуг Ри М сэтой же прямой. 
Точки бр и 5х расположены симметричпо относительно на- 
чала координат, так же каки точки Юри Ау. Пусть числа", 
а и 0 имеют такие значения, чло точка Ау находится вне 
отрезка 5,54; такое расположение этих точек показано 
на фиг. 88. Всякое решение, начинающееся в достаточной 
близости от отрезка 52 5х, будет удаляться от прямой пере- 
ключения в том или другом направлении, смотря по тому, 
с какой сторопы от прямой персключения находится на- 
чальная точка решения, и никогда уже не приблизится 
снова к прямой переключения. Можло также показать, 
что конечная точка каждой Р-дуги, лежащей вправо от 
прямой переключения и оканчивающейся на этой прямой, 
расположена ближе к пачалу координат, чем ее пачальная 
точка; отсюда следует, что в данпом предположении усло- 
вие периодичности движения никогда не может быть вы- 
полнено. Следовагельно, фазовые траектории системы всег- 
да будут иметь форму спирали, наматывающейся на один из 
фокусов, а конечное состояние системы не будет совпадать 
с началом-коордипаг ла фазовой плоскости. 

Если же, однако, лочки Юх и В» лежат внугри отрезка 
55, (фиг. 89}, то периодическое движение существует. 
Причина этого заключается в следующем: Р-дуга Кьб», 
выходит из точки, которая расположена, по предполо- 
женвю, ближе к началу координат, чем се копечная точка. 
Но на большом удалении от начала, где влиянием сдвига 
фокусов семейств сходящихся спгралей в точки 4-1 и —1 
для Р-совокуппости и М-совокупности соответственно 
можно пренебречь, всякая Р-дуга должна начинаться 
на прямой переключения в точке, расположенной от начала 
координат дальше, чем конечная точка этой Р-дуги, также 
лежащая на прямой переключения. Следовательно, такие 
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дуги обладают свойствами, обратными по отношению к свой- 
ствам дуг Әр5р. Поэтому в силу непрерывности некоторая 
промежуточная Р-дуга этого типа должпа начинаться 
‘и оканчиваться в точках, одипаково удаленных от начала 
координат. Это свойство и представляет собой условие 
существования периодического решения, изображенного 
на фиг. 89 в виде предельпого цикла. Как показывает 
более подробное исследование, это решение действительно 


Фиг. 89 


существует и является единственным, а также, что еще 
важнее, это периодическое решение орбитально устойчиво; 
все рёшепия, начинающиеся вне предельного цикла, наматы- 
ваются на нсго, и подобным же образом наматыраются на 
предельный цикл решепия, начинающиеся внутри этого 
цикла, но вне области, ограниченной коптуром Аь5гВу5% 
и заштрихованной на фиг. 891). Фазовые траектории. начи- 
нающиеся внутри заштрихованной области, наматываются 
на один из фокусов. В данном случае, как и выше, изобра- 
жающая точка не может досгигнуть начала координат за 
конечный промежуток времени, 


1) Такой предельный цикл называстся устойчивым, —Прил. ред. 
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Перейдем к случаю П: @20, 0 < 0. Прямая переключения 


ау--фу=0 находится телерь в первом и третьем квадрантах, 
При этом Р-совокупность и М-совокупность оказываются 
теми же самыми, как и в нервом случае. В лучае п перио- 
дическое решение ие существует. Пусть символами Юр, 
Км, Ѕр и $ х обозначены такие же точки, как и в первом слу- 
чае; тогда точки Юл, $, О, 5% и Юм будут лежать на пря- 
мой переключения в порядке, указанном на фиг, 90. 


Фиг, 90 


Но в интервале $28 х возникает новое явление. Рассмотрим 
какое-либо решение, достигающее прямой переключения 
в этом интервале, например в точке Е. Каково будет 
дальнейшее течение фазовой траектории, достигшей этой 
точки? Так как персключение реле производится именно 
на этой прямой, изображающая точка должна переме- 
щаться вдоль некоторой М№-дуги. Одпако №-дуга уходит 
из точки Е обратно в ту же полуплоскость, из которой 
точка, нзображающая рассматриваемое решение, пришла 
в точку Е, а по эту сторопу от прямой персключения решение 
может изображаться только Р-дугами. С другой стороны, 
изображающая точка, безусловно, не может перемещаться 
вдоль Р-дуги, выходящей из точки Е и расположенной по 
другую сторону от прямой переключения. Следовательно, мы 
должны сказать, что в моменты времени, следующие за мо- 
ментом достижения изображающей точкой точки Е, решение 
нс опредслепо; опо оканчивается» в точкеЕ. Всякое реше- 
вне, выходящее из точек вне интервала р м, приближается 
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по дуге спирали по направлению к началу координат до 
тех пор, пока характеризующая его фазовая траектория 
не достигнет прямой переключепня в ицтервале Юл Ар. 
Если же опа достигае ой прямой в интервале АрЅр 
или 5, она будет наматываться соответственио па фокус 
+1 или —1. Сели же фазовая траектория достигает прямой 
переключения в интервале $58, то наблюдается любо- 
пытное явление «остановки» движения. 

В дейслвительности процесе в системе не может «пре- 
кратиться», а должен продолжаться!). Для разрешения этого 
парадокса обратим впимапие па то обстоятельство, что 
процесс переключения всегда сопряжен с наличием некото- 
рого запаздывалия по времени. Когда фазовая траектория, 
характеризующая движение, достигает прямой переклюле- 
ния, то в реальных условиях эта траектория пересекает пря- 
мую переключения и заходит за пее на небольшое расстояпие 
прежде, чем происходит изменение знака возмущаюшейфунк- 
ции. В случае І такое запаздывание (если только оно не слит- 
ком велико) не отражается существенным образом на поведе- 
нии системы. Нов дапном случае благодаря иперции системы 
в ней ие наступает необходимого «прекращения» движения. 
Рассмотрим движение, достигающее такой конечной точки: 
из-за запаздывания в персключепии реле это движепие уже 
не окопчится в этой точке, а будет продолжаться, так что 
характеризующая его фазовая траектория несколько перей- 
дет за эту точку; после этого произойдет переключение реле 
и на фазовой траектории появится угловая точка, соответ- 
ствующая моменту переключения, причем в этой точке ре- 
шение обтастся определенным. Исходя из этой угловой 
точки фазовая траектория пересечет прямую переключения 
в обратпом направлепин, зайдет за нее па лебольшое рас- 
стоянуе, после чего вновь образуется угловая точка и т. д., 
как изображено на фиг. 91. Из рассмотрепия этой фигуры 
видно также, что такое зигзагообразное действие системы 
сводится к сползанию изображающей точки из зоны, при- 
легающей к интервалу 5гбл, по паправлепию к одпому из 
фокусов, па который фазовая траектория будет, в конце 


1) Так как в точке Е скорость 97-0 и, следовательно, точка Е не 
может быть точкой ралновссня (покоя). Точки покоя (у—-0) могут 
лежать только на оси абсцисс. Прим. перев. 
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концов, наматываться. Но, хотя благодаря влиянию инер- 
ции системы и не паступаег прекращения движения, по- 
ведение системы все же является пеудовлетворительным, 
поскольку решение не способно достичь начала координат. 

Случай Ш определяется неравенствами а : 0, 5->0. Здесь 
прямая переключения оиять лежит в первом н третьем 
квадраптах фазовой плоскости. Но Р-совокуипость распо- 
ложена теперь по левую сторону от прямой переключения, 


у 
чу+4$-0 


+1 


0. 
Е 


2 Ся 


Фиг, 91 


а М-совокуппость—по правую сторону от нее. В этом случае 
всегда существует устойчивое периодическое решение, т. е. 
устойчивый предельный цикл (фиг. 92); этот цикл опреде- 
ляет свойства системы, поскольку все остальныс решения 
на него наматываются. При этом решение опять пе может 
достичь начала координат фазовой плоскости. 

Случаю [У соответст вуют отрицательные значения обеих 
постояппых & и Ф. Прямая переключепия расположепа так 
же, как и в блучае 1, но течепие фазовых зраекторий ана- 
логично их лечению в случае ПІ. Можно показать, что 
в случае ІУ периодические решения ие существуют. Без 
учета запаздывания в срабатывании реле отрезок 85у 
(фиг. 93) состоит из конечных точек. Проводя фазовые 
траектории, оканчивающиеся в этих точках, можно убедить- 
ся, что эти траектории заполняют всю плоскость. Таким 
образом, в этом случае все движения «окаичиваются» на 
отрезке 5-5% прямой переключения. 

Но. как и в случае П, картина движения меняется при 
учете запаздывайия, Эго запаздывание пе оказывает ника- 
кого существенного влияния на движение до тех пор, пока 
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соответствующая фазовая траектория не достигнет отрезка 
58м. В этот момент изображающая точка вместо остановки 
перейдет на небольшое расстояние за прямую переключения, 
после чего образуется угловая точка фазовой траектории; 
затем изображающая точка опять пересечет прямую пере- 
ключения, спова образуется угловая ‘точка фазовой траек- 
торив, и т. д. Как видно из расемотрепия фиг. 93, эти коле- 
бания направляют састему к началу координат. В конце 
концов, в системе установятся колебания высокой частоты 
и малой амплитуды около начала координат; при этом, 


+7 У 


2 


ау+ьў=д 


Фиг. 92 Фиг. 93 


частота колебаний будет тем выше, чем меньше иперция 
системы. В таком случае говорят, что следящая система 
работает в вибрационвом режиме (или «рыскает»). 

Таким образом, из четырех рассмотренных случаев 
только -в’одном — четвертом — система обладает свойством 
стремлепия к требуемому равлолеспому состоялию. Но и 
в этом ае система совершает автоколебания малой 
амплитуды около состояния раввовесия. Изложенное нами 
исследование Флюгге-Лотца и Клоттера иллюстрируст не- 
достатки, обусловленные линейностью закона перехлюче- 
ння. Отсюда следует вывод, что с помощыо линейного 
закона переключения пикак нельзя получить оптимального 
процесса в релейной следящей системе. 


10.7. Оптимальный закон включения. Уравпения авто- 
номной системы второго порядка в предположепии, что 
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имеется возмущающая функция, абсомотная величина 
которой’ равна единице, могут быть написаны в виде 


1 
) 


б , ; (10.17) 
ШЕЕ 0) = 90, 0). 


Здесь Ф(у, 0) — разрывная функция, способная принимать 
только два значения: К! или -- 1. При этих условиях 
задачу о нахождении оптимального закона включения 
можно сформулировать следующим образом: требуется 


разыскать функцию $ (0, 4), обладающую тем свойством, 
что решение, начинающееся в любой точке р фазовой 
плоскости, будет проходить через начало О координат, а 
промежуток времени, в течение которого изображающая 
точка переместится ог точки р до пачала О, будет мини- 
мальным в том смысле, что ни при каком другом выборе 
функции $ этот промежуток времени пе будет короче. 
Функцию 2(у, 0), удовлетворяющую этим условиям, на- 
зовем оптимальной функцией включения. Задачу об опти- 
мальном законе включения рассматривал Бушау *); он же 
полностью решил эту задачу) для частного случая, когда 
функция & (9, 0) липейна, т.е. &(и, 0) = 2274-0 при всех 
вещественпых значениях 5. Однако математические рас- 
суждения, с помощью которых Бушау получил свои ре- 
зультаты, сложны и их трудпо распространить на другие 
случаи. Поэтому мы ограничимся лишь указапием па ме- 
тодику его решения. 

Общий результат, пригодный для любой непрерывной 


функция &(у, 0), доставляет каноническая траектория 
БЂушау (траектория на фазовой плоскости). Так как функ- 


1) Обычно вынуждающей силой (фупкцисӣ) называют силу (фупк- 
цию), зависятую япло от независимой переменной 2. Здесь это на- 
звание сохралено лля функции Ф перечиочения, пе зависящей явно 
от. Прим, перев. 

2) Виѕћам Р, №., Ехреитега! Том те Тапк, З\еуепз лее 
оѓ Тееппооку. Керогі 469, Побокел, М. Ј., 1953. 

3) См. также [76—78], а также [5], т. И.—_Ирим. ред, 
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ция © (1, РЯ может принимать только значения 4- 1 иль 
— 1, то такая траектория состоит из Р-дуг и М-дуг 
Точку соединения этих дуг будем называть угловой точ 
кой типа РА, если с ростом времени значение фупкцит 
переключения в этой точке меняется от +Тк —Ё По 
добным же образом мы назовем точку сосдинения этих 
дуг угловой точкой типа АР, если злачепие функции $ 
переключелия в этой точки меняется от Гк 41 
Траектория называется канонической, если она не со 
держит угловых точек типа ҰР над осью у и угловых 
точек типа Р.У под осью. Важность понятия канониче 
ской траектории объясняется тем, что оптимальная фазо. 
вая траектория, т. с, траектория мипимального време 
прихода системы в пачало координат, должиа быть траек: 
торией капонической. Это означает следующес: если си 
стема, начипая от точки р, будет двигаться вдоль некото- 
рой траектории А, не являющейся канопической, то можнс 
найти капопическую траекторию, зыходящую из той же 
точки р, которая, в единицах времени, «короче» траекто- 
рии з. Это можо показать совсем просто. Пусть, наири- 
мер, задана траектория, содержащая угловую точку р 
типа ЖР над осью у (фиг. 94). Обозначим через р’ ту из 
указанных ниже двух точек, которая ближе к р, а имекно: 
Последнюю угловую точку траектории, предшествующую 
точке р, или последнюю точку пересечения траектории 
с осью у, также предшествующую точке р. Через р” 
обозначим точку, следующую за точкой р и определен- 
ную апалогично точке р’. Определив эти дре точки, про- 
ведем от точки р Р-дугу в направлении возрастания Ё и 
М.дугу в направлелии убывания #2. Тогда, в силу основ- 
ных уравнений (10.17), получим 


И 


=. 9) 


(10.18) 


Чу 


ӯ 
Поэтому в любой точке фазовой плоскости алгебраиче- 
ское значепие лаклона Р-дуги всегда больше паклона 
М№.дуги 1). 

1) Речь илсг о тангенсе угла паклона или о величине пронзвод- 
ной в датой точко дан траектории типа Р и А. Так как 12 —1 
Їсм. (10.18)1, то этот тангенс больше в данной точке для Р-дугн, 
чем для Л-дуги, —Прия. ред. 


10.7. Оптимальный закон включения 241 


Вследствие этого конфигурация траекторий должна иметь 
вид, изображенный на фиг. 94. Если мы теперь изме- 
ним эту траекторию, заменив ее участок р’рр” участком 
р'р’”р””, то тем самым мы удалим угловую точку типа 
МР и траектория станет канонической. Обозначив через 
#(р’рр") продолжительность движения системы от р’ дор” 
через р и через { (р’р’’’р””) 
продолжительность ес дви- 
жения ло соответствующе- 
му участку канонической 
траектории, напишем 


и 4 
ро 19, 
В 
(рр р") = { РЕ РЕТ 
веер” иг. 


Но при любых значеннях и величина скорости у на ка- 
нонической траектории больше, чем па первоначально взя- 
той траектории, и поэтому 

рр’ р") < Цр’рр”). 
Тақим образом, каноническая траектория «Короче» не- 
канонической, т. е. требует для прохождения меньшего 
времени. 

В качествс простого примера примепения теории об 
оптимальной функции переключения рассмотрим систему, 
в которой в, 2) =. 

- В этом ‘случае система уравнений (10.17) принимает 
ВИД 


(10.19) 


‚= 750-900, 0). 
Конечно, при этом характер Р- и М-совокупностей зави- 
сит от величины б. Но так как уравнения (10.19) не со- 
держат и в явном виде, то эти совокупности дуг состоят 
из конгруэнтных кривых, сдвинутых вдоль оси у. На 


16 цявь-Сюэ-Сонь 
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фиг. 95 изображено для каждого из трех видов значе: 
ний (С по одной типичной Р-луге и У-луге, проходящих 
через начало координат. Случай $ < 0 отличается от двух 
остальных в том отношении, что система достигает па- 
чала коордипат только при условии, что начальное зна- 


чение у заключено в границах меж, и --1Х. 
Поэтому при ; < 0 задача о пахождении оптимальной 
функции включения имеет смысл только в том случае, 


когда начальная скорость у лежит вкутри указанной 
полосы. 


у 
м 


{0 бо в<$ 
Фиг. 95 


Обозначим через Г ту часть Р-дуги, проходящей через 
начало коордипат, которая лежиг под осыо у, а через 
Г`- отображение этой дуги относительно начала. Поэтому 
ГУ представляет собой ту часть \-дуги, проходящей че- 
рез начало, которая лежит пад осью у. Дуги Ги Г” об- 
разуют в совоьупности некоторую кривую С. Бушау по- 
казал, что кривая С представляет собой оптимальную 
кривую переключелия в том смысле, что над кривой с 


оптимальная фул 


$ (5, и) переклшочсния должна прини- 


мать значепне — 1, а под кривой С функция $ ($, у} должна 
принимать зпачение -; |. Графическая налюстрация эзого 
положения показана на фиг. 96. Физически процесс перекио- 
чепия реле осуществляется следующим образом: в любой 
точке р, расположенной пад кривой С, вынуждающая 
функция должна равняться — 1, и система движется вдоль 
'-дуги по направлению к кривой С персключения. На 
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этой кривой происходит изменение значепия выпужда- 
ющей функции, и последняя становится равной + 1, а си- 
стема движется вдоль кривой С к пачалу координат, 
Если начальная точка р расположена под кривой С, то 
вынуждающая функция должна равияться '-1, и система 
движется вдоль Р-дуги до пересечения с кривой С пере- 
ключения. На этой кривой вынуждающая фупкция меняет 
свое значение на -1. и система движется к началу коор- 
динат вдоль кривой С. 


с<0 


В том, что решение Бушау для’ оптимальной линии 
переключения является правильным, можно убедиться 
следующим образом. Прежде всего заметим, что участок 
кривой С служит последним участком траектории системы, 
в которой она достигает начала координаг, так как кри- 
вая С является единствениой из рассматриваемых траек- 
торий, проходящих через начало. Предположим теперь, 
что начальная точка расположена над кривой С и что 
оптимальная трасктория, определенная по методу Бушау, 
имеет вид, изображепный на фиг. 97, а, и состоит из 
одной М-дуги, идущей от точки р до кривой С, и сле- 
дующей за ней дуги кривой С, идущей от точки пере- 
сечения с этой №-дугой до начала координат. Тогда, если 
переключение произведено слишком рано, то па части 
траектории, предшес гвующей вегрече се с кривой С, обра- 
зуется одна угловая точка типа МР. Но, чтобы эта траек- 
тория достигла кривой С, необходимо выполнить еще 
одно переключение и образовать угловую точку типа РА. 
Если это переключепие выполнено в точке р’, тде ско- 


16% 
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рость р еще сохраняет отрицательное значение, то появ- 
ляется угловая точка типа Р№ под осью у, что приво- 
дит к нарушению правила построения канонической траек- 
тории. Продолжительность перемещения системы вдоль 
измененной таким образом траектории заведомо превышает 
продолжительность перемещения ее вдоль канонической 
траектории. Если же угловая точка типа РА’ совпадает 


Фиг. 97 


ср”, где скорость и положительна, то промежуток вре- 
мени, необходимый для достижения положения равнове- 
сия, будет еще больше, так как в этом случае изменен- 
ная траектория содержит замкнутый контур. Таким обра- 
зом, преждевременное переключение является невыгод- 
ным. Построение, соответствующее запаздызающему пере- 
ключению, приведено на фиг. 97,0. Так как траектории 
р0 и р”’р’”’ эквивалеитны ') и, таким образом, требуют 
одного и того же времени, то нетрудно заключить, что 
запаздызающее переключение также приводит к ухудше- 
нию ‘процесса в системе. На фиг. 97,8 приведена еще 
одна возможность, характеризующаяся тем, что первая 
часть праекторки представляет собой Р-дугу вместо 
М-дуги. Но из построения, выполненпого на этой 


1) Точка р" имеет ту же ординату, что н р’, а точка р” ту же 
ординату, что н 0. Таким образом, отрезок р’’р’” равен отрезку 
р' и может быть получен перемешением отрезка д’О влево. Сзедо- 
зательшо, и времена перемещения по этим отрезкам одинаковы, — 
Прим, ред. 
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фигуре, следует, что и это видоизменение траектории 
системы приводит к ухудшению процесса в системе по 
сравнению с процессом, соответствующим оптимальной 
траектории. Эти соображения указывают на правильность 
выбора капонической траектории в качестве оптимальной 
кризой переключения. 


10.8. Оптимальная кривая переключения в линейных 
системах второго порядка. Бушау построил оптимальную 
кривую переключения для линейных систем второго по- 


рядка при &(у, 0) =2*у--у и любых вещественных зна- 
чениях 0. Мы ограничимся лишь изложением сго резуль- 
тата, не приводя доказательства; однако в свете нашего 
рассуждения, относящегося к простому случаю, разобран- 
ному в предыдущем пункте, легко представить себе об- 
щий характер этого результата. Р- и М-совокуппости для 


данного вида функции 8 (и, 4) сводятся просто к семей- 
ству кривых, изображенных на фиг. 82 —86, на которых 
начало координат следует сместить в точки (-- 1, 0) и 
(— 1, 0) соответственно. 

К нашему простому примеру ближе всего подходит 
система, в которой & >> 1. В этом случае кривая С перє- 
ключения состоит из Р-дуги, идущей от бесконечпо уда- 
ленной точки до начала координат фазовой плоскости, и 
М№-дуги, также идущей от бесконечно удаленной точки до 
начала. Как и ранъше, пад кривой С функция ф пере- 
ключения принимает значение — 1, а под этой кривой — 
значение 1, Оптимальная траектория, идущая от неко- 
торой точки, находящейся на кривой С, до начала коор- 
динат, имеет, таким образом, вид, изображенный на фиг. 98. 

Так же, как и в нашем простом примере, при 5<—1 
система может достичь начала координат только из точек, 
находящихся внутри определенной ограниченной области 
на фазовой плоскости, поскольку в отсутствии возмущаю- 
щей функции система оказывается неустойчивой. Бушау 
указал, что граница этой области образована последователь- 
ным соединением Р-дуги от точки (--1,0) до точки (-—1,0} 
и М№-дуги от точки (—1,0) до точки (--1,0) (фиг. 99). Задача 
об оптимальном законе переключения имеет смысл только 
в тех случаях, когда начальные точки лежат в этой области. 
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Оптимальная кривая С переключения состоит из Р-дуги 
и №-дуги, причем движение сисгемы на каждой из этих дуг 
происходит в направлении кпачалу коордилат. Цад кривой 
С функция = переключения равна —1, лод этой кривой она 
равна --1. Образец оптимальной траектории, пачинающейся 
в точке р, лежащей над кривой, приведен па фиг. 99. 
При“ О Р- и №-совокупност сводятся к семействам 
окружностей с пептрами в точках (4-1,0) и (—1,0) соот- 
ветственио, Оптимальная кривая С переключения (фиг. 
100) состоит из последовательности полуокружностей 


Фиг. 98 Фиг. 99 


единичного радиуса, начинающейся в начале координат, 
причем этн полуокружности расположены вдоль оси у 
в обоих направлениях. Для положительных зпачений 
эти полұокружности расположены под осью у, а для отри- 
цательных значений—над осью у. Над кривой С переклю- 
чения’ функция т переключения равна —1, а под нейф 
равна +1. Таким образом, оптимальная траектория системы, 
начинающаяся в точке р на фиг. 100, следует вдоль №-дуги, 
представляющей собой дугу окружности с центром в точке 
{4,0). Когда эта траектория пересекается с кривой С в точке 
а, то она следует далее вдоль ?’-дуги, также являющейся ду- 
той окружности, но с центром уже в точке (4-1,0). После 
этого траектория системы вновь пересекает кривую С, 
ка этот раз в точке $. Далее траектория вновь идет по 
очередной №-дуге вплоть до следующего пересечения с кри- 
вой С переключения и т. д. Последнее пересечение траек- 
тории с кривой С имеет место в точке 4, и, начиная с этой 
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точки, траектория следует к началу координат вдоль 
кривой С. В рассматриваемом случае мы встречаемся со 
значительно более сложным закопом переключепия, чем 
при 52-1. 

Еще более сложным являстся случай движения изобра- 
жающей точки системы по сходящимся спиралям, отве- 
чающий перавенетву 9.55 1. Ках показал Бушау, в этом 
случае оптимальную кривую переключения следуст строить 
следующим образом: проведем сперва из начала координат 


Фиг. 100 


Р-спкраль в, направлении, противоположном отсчету вре- 
мени. Первой дугой кривой С булет начальная ду: 
Р-спврали от начала до точки первого пересечения спирали 
с осью у. Затем построим отражения всех дуг, расположен- 
ных над осью у, отпосительно правой точки их пересечения 
с осью и. Все получившиеся в результате отражения дуги, 
расположенпые под осью и, объединим в одну непрерывную 
кривую, передвигая дуги параллельно оси у до тех пор, 
пока они погарно не соединятся копцами; эта непрерывная 
хривая исходит из начала координат и простирается вправо. 
Она и представляет собой половину оптимальной кривой 
переключения, соответствующую положительным значе- 
ниям у. 
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Другая половина этой кривой, соответствующая отрица- 
тельным значениям у, получается затем в результате отраже- 
ния относительно начала координат, Опять над кривой С 
переключения (фиг. 101) функция ф переключения равна 
—1, а под кривой о равна + !. Общая картина в сильной 
степени похожа па картину, соответствующую случаю 
1==0 и изображенную на фиг. 100; единственное различие 
состоит в замене дуг окружпостей дугами спирали. 

Остается разобрать последний случай, определяемый 
движением изображающей точки системы по расходящимся 


0<6<] 


спиралям и отвечающий неравенству ~-1 << 0. Метод пост- 
роення оптимальной кривой переключення остается вточно- 
ститаким же, как и в предыдущем случае, стой разницей, что 
теперь размеры последовательных дуг спиралей будут убы: 
вать, а не возрастать, Таким образом, длина кривой лере» 
ключения` является в этом случае конечной величиной, 
и эта кривая простирается вдоль оси от точки (—а,0) до 
точки (4-0,0) (фиг. 102)2). 

Но так и должно быть: действительно, в данном случае 
вистема обладает отрицательным демпфированием, и, как 
и в случае, соответствующем построению на фиг. 99, 


1) С математической точки зрения ето утверждение следует обо. 
еновать, так хак из убывания общего члена ряда, состоящего из поло- 
жительных членов, еще не следует сходимость этого ряда. Здесь это 
утверждение основывается лишь на физической аналогии, — Прим. 
перев. 
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фазовая траектория системы можег достичь начала координат 
лишь при том условни, если ее начальная точка заключена 
внутри некоторой области около начала. В действительности 
граница этой области состоит из Р-дуги на участке ог точки 
{@,0) до точки (—а,0) и №-дуги на участке от точки (—а,0) 


{ӯ 


Фиг. 102 


до точки (2:0). Оптимальная функция ф переключения 
равна —1 в точках фазовой плоскости, расположенных 
над кривой С, и равна +1 в точках, расположенных под 
этой кривой. 

Замкнутые кривые, ограничивающие на фиг. 96 и`99 
области возможного оптимального закона переключения, 
представляют собой, очевидно, предельные циклы, причем 


переключения происходят в точках у=0. Каждый из этих 
предельных циклов характеризует периодическое движение 
рассматриваемой релейной следящей системы. Однако 
в такой же мере очевиден и неустойчивый характер перио- 
дических движений: при малейшем возмущении фазовые 
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траектории этих систем будут или спиралеобразио нама- 
тываться на начало координат или расходиться. Поэтому 
в реальных системах эти периодические колебания ие могут 
иметь места). 

Во всех рассмотрепиых случаях отчетливо выступает 
следующее свойство найденного нами решения задачи 
об оптимальном закопе переключения реле: оптимальная 
функция $ переключения принимает значение —1 в первом 
квадраите фазовой плоскости и значение +1 в третьем 
квадранте. Переписав систему уравнений (10.19) в виде 
одного уравнения второго порядка 


а ай 
(и, 


мы сможем очень легко уяснить себе сущность этого 
свойства решения нашей задачи. Назначение релейного 
устройства в системе состоит в том, чтобы воззращать 
систему к состоянию равновесия у==0, и при этом 
в возможно более короткое время. Когда обе фупкции 
у и 414? положительны, этой цели можно достичь, 
придавая вто} производной и [характеризу- 
ющей кривизиу кривой у (1 отрицазельные значепия, 
как можно большие по абсолютной величине, т. е. 
функция Ф должпа принимать зкачение—1. Когда обе 
т уи ЧУ отрииательны, вторая производная 

01а должна быть положительной и как можно большой, 
тъ функция Ф должна принимать значение 1. Это 
паун рассуждение совпадает с пашимв выводами 
о строении оптимальной функции переключения, Когда же 


функций у и у имеют различные знаки, то найти опти- 
мальное значение функции $ уже не так просто, так как 
в этом случае быстрота убывания координаты у в функции 
времени {зависит от сложного взаимного влияния функций у 


и у. Поэтому вклад Б 
в установлении опт 


ушау втеорию релейных систем состоит 
мальных значений ф именно в таких 


областях изменения у и у, т. е. во втором и четвертом 
квадрантах фазовой плоскости. Но из этих соображений 


А 1) Такие предельные циклы называются неустойчивыми.—Прим. 
ред. 


10.9. Системы с несколькими законами управления ___ 951 


становится очевидным, что оптимальная кривая С переклю- 
чения должпа лежать во втором и четвертом квадраптах. 

В системах более высокого порядка и системах более 
чем содной степенью свободы изображение состояния систе- 
мы па фазовой плоскости становится невозможным. В этих 
условиях приходится переходить к фазовому пространству 
многих измерений. До апалогин с задачей, рассмотрепиой 
выше, можно ожидать, что решение задачи об оптимальном 
закопе переключения приведе я к разысканию оптималь- 
ных поверхностей переключения в фазовом пространстве. 
Однако эта задача еще пс решепа!); известка лишь единствен- 
ная попытка в этом направлении, принадлежащая Кангу 
и Фетту?). 


10.9. Системы с несколькими законами управления. 
Что будег происходить с системой, когда она в резуль- 
тате нелепаправлепных переключений релейного звепа 
приблизится к состоянию равновесия, характеризуемому 
началом координат на фазовой плоскости? 

Ясно, что если выпуждающая сила будет продолжать 
действовать па систему стой же интенсивностью, с которой 
она на нее действовала в момепты, непосредственно пред- 
шествовавшие приходу в начало координат, то система будет 
свова удаляться от желаемого состояния равновесия. Но, 
как только она начнет удаляться от пачала координат, 
переключающее (релейпое) усгройство, которым снабжена 
система, будет действовать так, чтобы принуждать систему 
возвращаться обратио к пачалу координат. В результате 
система буде быстро приближаться к началу координат 
из любого возмущенпого состояния, после чего в ней уста- 
новятея высокочастотные колебания (‹рысканье») около 
этого равновеспого состояния. 

Если в системе допустимы малые отклонения от состоя- 
ния покоя (пачала координат), то от вибрационных движе« 
ний около начала можно избавиться путем отключения 
выпуждающей функции каждый раз, когда система нахо- 


1) Эта задача решена для широкого класса сиетем в л-мерном 
пространстве. Си, |49, 50], а также [16]. 7рик, ред. 

ва Сапе С. Г. Ве 9. Н. Јошт. Аррі Рлуз, 24, 38—41 
(1953). 
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дится вблизи состояния равновесия, т. е. когда ў и у пре- 
небрежимо малы. Таким образом, в системе действуют два 
закона управления: при болыших отклонениях системы ею 
управляет закоп переключения через посредство выходного 
воздействия релейного звена; при малых отклонепиях 
такое воздействие отключено. К необходимости подобных 
воздействий с различными законами управления в следя- 
щих системах мы вновь вернемся в последующих главах. 

Поскольку оптимальная кривая переключения нели- 
нейна, оптимальный закон переключения нельзя физи- 


вход 


Объект регулирования, уб) Выход 


пибпалнительны привод 


ииетлелоние] 
устройство 
атключения 


УСРЕТРЕЛЬЯОЕ` 
‚устройстве 
[переключения реле 


Фиг, 103 


чески осуществить посредством простой линейной цепи, 
В самом деле, значение выходной величины у (1), измерен- 
ное с помощью соответствующего звена, необходимо «пере- 
работать» в нелинейном звене, т. е. в вычислительном 
устройстве, выполненном таким образом, чтобы оно выра- 
батываяо` сигнал переключения, поступающий на вход 
релейного звена, в соответствии с оптимальной кривой 
переключения. Далее, в системе должно иметься другое 
вычислительное устройство, предназначенное вырабаты- 
вать сигнал, от которого производится отключение выхода 


релейного звена от системы, как только величины у и у 
становятся достаточно малыми. В результате блок-схема 
такой релейной следящей системы имеет вид, показанный 
на фиг. 1031). 


1) О нелинейных обратных связях см. также статью [56] и сбор- 
ник [44], стр. 296-319.—Ирим. перга. 
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В более сложных системах, которые мы рассмотрим 
в дальнейших главах, включение в систему вычислитель- 
ных устройств в общем случае представляется необходимым. 
Однако по идее это устройство не вносит ничего нового; 
в самом деле, ведь корректирующий контур, применяемый 
в обычных следящих системах с целью вилоизменения 
передаточной функции, также представляет собой вы- 
числительное устройство. 

Но в этих более простых системах вычислительные опе- 
рации можно выполнять с помощью линейной цепи, напри- 
мер ЮС-цепи. К более подробному исследованию вычисли- 
тельных устройств мы вернемся в гл. ХИП]. 


Глава ХІ 


НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 


Система называется пелинейной, если ее выход ие 
представляет собой линейной функции от ее входа. Простым 
примером нелипейной системы служит релейная следящая 
система. В гл, УІ мы описали общий метод физической 
линеаризации любой нелинейной системы автоматического 
управления или слежения; любую челинейную систему 
можно заставить действовать, как линейную, если превра- 
тить се в систему колебательцого управления, В предыду- 
щей главе мы изложили метод исследования следящих 
систем, содержащих нелинейное звено, отработка которого 
не чувствительна к частоте входа. Эти методы расчета 
нелинейных следящих систем применимы к весьма разпо- 
образным пелипейным задачам, возникающим в техни- 
ческой практике, и достаточно мощны для решения задач 
синтеза обычных систем. 

с другой сторопы, как отмечено в последних разделах 
гл, Х, задача об оптимальном использован’ пелиней- 
ной характеристики системы для повышения ее качества 
является в общем случае гораздо более трудной по сравне- 
жию с задачей обеспечения устойчивости. По существу, 
В этом направлении пока что заложено лишь скромное 
начало. Поэтому в настоящее время не представляется 
возможным дать удовлетворительное исследование в об- 
ласти нелинейпых следящих систем общего типа. Более того, 
и саму задачу следовало бы, вероятно, сформулировать 
более прямым образом и в ином плапе. Именио. вместо 
исследования свойств некоторой дапной системы следовало 
бы задать наперед требуемые свойства системы и затем ра- 
зыскать необходимую дл. тя этого нелинейну ю характеристику. 

Такое направление мы рассмотрим в гл. ХГУ, Цель же 
настоящеи главы весьма ограничена: мы укажем только на 
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векоторые возможности пеленаправленного использования 
характеристик пелипейпой системы. 


11.1. Релейные следящие системы с нелинейной сбрат- 
ной связью. Ограничиваясь рассмотрением случая малых 
отклонений сислемы от состояпия равповесия, можно 
сильно упростить результаты Бушау об оптимальной кри- 
вой переключения в рслейной следящей сислеме, изло- 
женные в п. 10.8. Обращаясь к материалу этого пункта, 
мы видим, что вблизи начала координат кривая С пере- 
ключения приближенно описывается уравпецием 


8 = 9. (11.1) 


Это означает, что с помощью пелипейпого закона переклю- 
чения, определяемого соотношением (11.1), можно улуч- 
шить качество системы по сравнению с системой, в кото- 
рой примепяется линейный закоп переключения (п. 10.6). 
Обозначив через х вход системы, а через у— ее выход, 
перепишем соотношения (11.1) в виде 


— (1.2) 


или 


эт (х= 0) Их у а, (11.3) 
где а— постоянная 1). 


Блок-схема релейной следящей системы, работающей 
по закону переключения (11.2), представлена на фиг. 104. 


Обратнан связь, действующая по закону и| 0 , была пред- 
ложена Аттли и Хзэммондом *) в целях улучшения каче- 
ства простой релейной следящей системы 3). Вычислитель- 
ноё устройство здесь необходимо только для выработки 


сигпала а?у ў| и поэтому может быть относительно про- 


1] Здесь х—у ес1ь погрелиюсть системы, а й—ее производ- 
пая (с точностью 20 знака), если считать х = сопзі. Прим. ред. 

*) Аттли А. М. и Хэмионд П. Х., статья в сборнике 
«Автоматическое регулирование», М., 1954, стр. 266. 

2) Значительно расе такая обратная связь была предложена 
Д. И. Марьяповским и Д. В. Свечарником. См. по этому поводу 
140]. Прим. ред. 
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стым. Равносильный закон переключения, определяемый 
соотношением (11.3), также можно осуществить с помощью 


обратной связи по у и по Чап(х- )И]х-и. Так как 
разность х— у равна рассогласованию в системе, систему 


Объект 
регулирования 


|Вычислитлельное 
устройство 


Фиг. 104 


можно назвать системой с управлением по квадратному 
корню из модуля рассогласовапия (система ЅЕКМЕ). 
Блок-схема системы изображена на фиг. 105. И в эгом 
случае вычислительное устройство является сравнительно 
простым. Эту систему предложил Д. С. Вест 1). 


ЗЕВМЕ 
ГТД 
Винта), А аан! 
лельнде. еле іа. читте ль" 
устродатво ч р 


Диртервнцирующех 
устройства 


Фиг. 105 


`Хотя эти нелинейные связи в релейных следящих си- 
стемах сравнительно просты, они пе поддаются строгому 
аналитическому исследованию. В самом деле, наши до- 
воды в их пользу являются только допустимыми, но не 
исчерпывающими. Окончательную же дорабо“ всякой 
конкретной системы, в которой применяются эти прии- 
цилы, следует производить эксперимеитальным путем. 


1) Сборинк «Автоматическое регулирование», М., 1954, стр. 315.— 
Прим, перез. 


11.2. Системы с малой нелинейностью 257 


11.2. Системы с малой нелинейностью. Если система, 
обладающая п степенями свободы, являстея нелинейной, 
то вместо линейного дифферепциального үравпения типа 
(2.3) мы будем иметь урависние 


ату аи, 
а? - 9%) 
анау 
ие =, 00 
где а, -.. 5 бу И н-- постоянные, х(В -вход, у (1) — вы- 
х 


д, а ѓ — нелинейная функция своих переменных, Сумма 
первых л |:1 членов в левой части уравнения (11.4) пред- 
ставляет собой левую часть дифференпнальлого уравне- 
ния (2.9). Все пелинейпые зависимосги системы выража- 
ются через посредство последнего слагасмого в левой 
части уравпепия (11.4). Говоря о малой пелипейности, мы 
имесм в виду, что постояпная в мала по сравнению 
с коэффициентами аџ, ..., а, 9). 

В случае системы с малой нелипейпостью мы можем 
попытаться построить решение в виде формального раз- 
ложения в ряд по стспеням в: 


00) = 09 (0 (мур Ф- ... (11.5) 


Подезавив разложение (11.5) в (11.4) в приравияв 
коэффициенты при одинаковых стененях м, получим 


аро е р 
ит А а в 0), (1.6) 
ау. ац 
„тат ва = Б... а ау? = 
д-цо 
(ие В тлу 


и другие уравиения для коэффициентов при высших чле- 
нах разложения. Приближение нулевого порядка опреде- 


1} Постояиную а нельзя сравнивать со всеми козффоциелтамя 
ац, ....@, одиозремсиио, гак как размерности этих коэффиянептов 
не могут Совнадать, какова бы ни была размергость персмеппой у. 
Такое сраписние можно провести лишь при персхолс к бозразмер- 
пому вреченп д, где 1% — постоянная, имевхцая размерность 
времени, например 1° = 1 сек. Ирим. перев. 


17 Цинь-6109-Сзиь 
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ляется, таким образом, линейным уравнением {2.3). Но 
для нас более важно то обстоятельство, что первая по- 
правка, обусловленная нелипейностью, определяется диф- 
ференциальшым уравнением (11.7), характеристическое 
уравнение для которого совпадает с характеристическим 
уравнением для дифференциалыюго уравнения нулевого 
приближекия. Другими словами, если из линейного при- 
ближепия обпаружнвается, что система демпфирована и 
обладает другими желаемыми качествами следящей си- 
стемы, то и поправка 17” (#) первого порядка будет также 
обладать этими свойствами. Больше того, поскольку ма- 
лый параметр в умножается на у (#) во втором слагае- 
мом правой части равепства (11.5), то и поправки на 
нелинейность малы. Следовательно, влияние малой не- 
линейности на систему, обладающую удовлетворительным 
«качеством», не приведет к существенному измепению 
процессов в системе по сравпепию с процессами в липеа- 
ризованной системе. Поэтому, коль скоро задача рас- 
сматривается в плапе техпичсского приближепия, мы 
можем обращаться с такими системами, как с линейными. 
В этом и заключается причина столь широкого и уснеш- 
ного раслрострапения линсйной тсории следящих систем, 
песмотря на присутствие малых целинейностей даже во 
всех «линейных» системах 1). 

С другой стороны, если линейная система очень слабо 
демпфирована, то, как мы знаем, в системе может воз- 
пикнуть резонансе. Иными словами, даже если порядок 
величины входа х (ѓу равен сдинице, то выход 1 (#) си- 
стемы линейного приближения, описываемой уравпением 
(11.6), может иметь порядок гораздо более высок чем 
едилица. При этих Обсгсятельствах величина 


р ад дал уф 
и} (7 К ант) , 


характеризующая влияние нелилейностей, может быть 
того же порядка, как и некоторые из линейных членов 
даже при малом у. Иначе говоря, здесь наше фор- 


1) Однако встречаются случаи, когда даже малые нелипейности 
создают дополнизельные существепиые эффекты в системах (нофт, 
систерезис, иногда зона печупствительности в т. д.). = Прим. ред. 
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мальное разложение искомого решения в ряд, введенпое 
на стр. 257, не является более справедливым, и следует 
ожидать сильпых эффектов даже от малой нелинейности, 
если система обладает очень слабым демпфированием. 

В последующих разделах мы дадим краткое описание 
поистипе калейдоскопического поведения!) пелипейных 
систем. Подробное изучение этих явлений нелинейной ме- 
ханики можно пайти в прекраспых кпигах Минорского *} 
и Стокера 3). 


11.3. Явление скачка. Как уже отмечалось в п. 10.5 
самовозбуждающиеся колебапия системы называются «мяг- 
кими», если опи начинаются автоматически уже при очень 
малых отклонениях системы от состояния равновесия; если 
же эти колебапия возникают лишь ири больших отклоне- 
паях от состояния равновесия, они называются «жесткими». 

В некоторых случаях коэффициепты дифференциально- 
то уравнепия могут зависеть от некоторого параметра 2. 
системы. Если при некотором определенном значении 
\ =, которое мы назовем критическим, состояние равпо- 
весия, до тех пор устойчивое, становится неустойчивым, 
то при этом появляется предельный цикл, т. е. возни- 
кают автоколебания. Это явление графически изображено 
на фиг. 106, е для случая мягкого самовозбуждепия и 
на фиг. 106,6 для случая жесткого самовозбуждения. 
В первом случае, при возрастании параметра), в системе не 
будет происходить никаких изменений до тех пор, пока А 
не достигиет величины },, при которой характер состояния 
равновесия меняется от устойчивого к пеустойчивому 
с одновременным появлением устойчивого предельного 
цикла, причем амплитуда соответствующих автоколебаний 
с увеличением А растет. При убывании А явлепие проте- 
кает в тойности в обратпом направлении, и при 2. = А, пре- 
дельный цикл исчезает, В системах с жестким самовоз- 
буждением имеет место иная картипа (фиг. 106, 6). Авто- 
колебапия возпикают впезапно при \ = \,. имея конечную 


1) В смысле крайпего разнообразия спойств. — Мрим. ред, 

$) Мілогхку М. игодисйоп іо попіїпеаг тпесбатися, Апп 
Агђог, Міећ., 1947: 

з) Стокер Дж. Нетонсёные колебания в мехапических п элек. 
трических системах, М., 1959. 
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амплитуду; с дальпейшим ростом \ амплитуда этих ко- 
лебаний увеличивагтся. Если затем начать уменьшать па- 
раметр ^, то при возвращепии его к значению }. = }, авто- 
колебания и, следовательно, предельный цикл не исче- 
зают при этом значении ®; они исчезают позже, при даль- 
мейшем персмещепии вдоль кривой, в точке, в которой 


Амплитуда Аипастува 
„Я 
12 
— 2 А 
= > 
еа И =-№ ; 
Мягкое самовозвуивение Жесткое самовозбундение 


Фиг. 106 


амплитуда вновь мгновенно меняется скачком от коне 
ного значения до нуля. Это явление скачка связано с ги 
стерезисом в поведении системы. 


11.4. Делелие частот. Если к пелипейной системе при- 
ложено периодическое входное воздействие, состоящее 
из двух колебаний с частотами шу и еу, то выход сисгс- 
мы будет содержать пе только эти частоты и их гармо- 
пики, шо также дополнительный спектр так называемых 
комбитировалпых толов тө; -- мер, где т и п суть целые 
числа. Так, например, если на вход нелипейлого провод- 
ника, подагь напряжение, изменяющееся по закону х 
= 55 (соѕ і -|- соѕ зй), и если в этом проводпике проте- 
кает ток, связаиный с напряжепнем х зависимостью 
у= х + а,х? рау, ло выход и() проводника будет сс- 
держать колебания со следующими частотами; о, өз, 2;, 
20), Зы, Зор, Гор юрта, 9: шз, 201 — әу, әу 9 
и ә; 2ө,. Первые шест частот определяют обычпые 
гармоники, вторые шесть представляют собой комбиниро- 
ванные топы, обусловленлые полинейпостью проводника. 
Некоторые из них выше исходных частот в, и чр, дру- 
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гие—ниже. Эти более низкие частоты называются субгар- 
мониками, а процесс, в результате которого они возии- 
кают, называется делением частот. 

Очевидно, что если частоты шу и є, очень близки одна 
х другой, то разность в, — в, гораздо меньше любой из 
исходных частот. Если к тому же систему можно стаби- 
лизировать на этой пизкой частоте, то можна получить 
субгармоникй порядка 0,01 от входной частоты и даже 
еще меньшего. Глие более пизкие частоты можпо полу- 
чить последовательным соединением пескольких таких си- 
стем таким образом, чтобы субгармонический выход одпой 
системы служил входом следующей системы, 


11.5. Явление захватывания. Пусть в нелинейной си- 
стеме произошло самозозбуждепие и установились авто- 
колебания с частотой є; тогда при подаче на вход си- 
стемы колебаний с частотой ®„, слегка отличной от ча- 
стоты в, мы могли бы ожидать появления ва выходе 


9—0; 


Фиг. 107 


обоих колебаний с частотами в, и ®, одновремепно и, 
кроме того, биепий с частотой в, —®,, возникающих в 
результате нелинейных взаимовлияний в системе. В дей- 
ствительности, процесс будет протскать согласно графику, 
изображенному па фиг. 107. Колебания с частотой є: — є 
впезапно исчезают, как только частота о, достигает так 
называемой зоны синхронизации АВ. В этом интервале 
существуют только колебания с частотой в». и процессы 
в системе протекают так, как если бы колебания с ис- 
ходпой частотой •; захватывались колебапиями с изме- 
няющейся частотой ®,. 
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Это явление захватывания частот впервые объяснил 
ван-дер Поль; затем его идеи развили другие исследователи. 
Пусть рассматриваемая система принадлежит к системам 
второго порядка и описывается дифференциальным урав- 
нением 

В 7 1 

ее. СЭ өшу = Вшззіп оу, (1.8) 
где а, ү н В – положительные постоянные. При В = 0 си- 
стема обладает отрицательпым демпфировапием при коле- 
баниях с малыми амплитудами и положительным демпфи- 
рованием при колебапиях с большими амплитудами. Та- 
ким образом, существует амплитуда, при которой в сн- 
стеме могут установиться автоколебания, Болес того, 
если постоянные х и ү обе малы, в системе должны воз- 
никнуть самовозбуждающиеся колебания с частотой, близ- 
кой к ®,. Ван-дер Поль показал, что, коль скоро в, близ- 
ко К ш, решение уравнения (11.8) можно представить 


в форме 


90-6 эпо 7 6, (0) созо, (11.9) 
где Б, (#} и 6, (4 — медленно изменяющиеся функции 7, 
такие, например, что!) 
ЛЬ, 
5 «10,0. 


Подставляя решение (11.9) в уравнение (11.8) и удер- 
живая лишь члены не выше первой степени, мы можем 
написать уравнепия, определяющие функции о и Б в виде 


(11.10) 


Мы получили систему автономных уравнений первого 
порядка. Поэтому их можно решить по методу изоклин 
таким же образом, как решается и уравнение второго по- 
рядка с помощью построений на фазовой плоскости. Как 
показывает более подробное исследование, в некотором 
днапазоне зпачелий ө», вблизи «;, система уравпепий 
(11.10) имсет устойчивый узел на плоскости координат 


приложение в конще книги [1]. — Прим. перев. 
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$, 6,. Таким образом, иезависимо от начальных значений 
переменных ВБ, и В, система стремится к определенным 
установившимея значениям этих переменных, соответст- 
вующим такому узлу. Следоватсльно, колебания с часто- 
той ®,- в, и пе могут возникцуть. При величинах о, 
выходящих за границы этого диапазона, па плоскости 
координат 6,, Б, существует устойчивый предельный цикл, 
обусловливающий явление, изсбражетное па фиг. 107. 


11.6. Асинхронное возбуждение и подавление колеба- 
ний. В некоторых нелинейных системах существует воз- 
можность возбуждать или прекращать некоторые колеба- 
ния с частотой ю с помощью других колебаний совер- 
шенно ипой частоты «©. 

В первом случае это явление называстся асинхронным 
возбуждением, во втором - асинхронным подавлением. 
Для уяснения существа данного явлепия вспомним, что 
один только факт существования предельного цикла в фа- 
зовом пространстве рассматриваемой системы еще не озна- 
част безусловного наступления автоколебалий. Чтобы 
автоколебания фактически имели место, предельный цикл 
должен быть устойчивым в том смысле, что система бу- 
дет стремиться возвратиться к этому предельному цвклу 
даже если она подвергнется возмущению и переместится 
в фазовом пространстве в точку, удаленную от этого 
цикла. Неустойчивый же предельный цикл в реальной 
системе осуществить невозможно. В свете этих соображе- 
ний легко заметить, что при некоторых обстоятельствах 
возникновечие колебаний нового вида может привести к со- 
зданию ули разрушению условий устойчивости колебаний 
другого вида. 

В первом случае мы встречаемся с явлением асинхрон- 
ното возбуждения колебаний во втором – с явлением 
асинхронного подавления колебапий. Слово «асинхрои- 
ный» употребляется лишь для того, чтобы подчерклуть, 
что Частоты о и оу не связапы каким-либо спределепным 
соотношением 2) 

1) Имеслси в виду, чю эти частоты ие связаны соотношением 
с пелочисленными коэффициентами, пе зависящим от параметров 
системы (например, еу в общем слузце но сеть хратное о; и т. д.).— 


Прим. перев. 
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11.7. Параметрическое возбуждение и демпфирование. 
Уже с давних пор было известно, что если в колебатель- 
вой системе периодически изменять какой-либо параметр 
с некоторой частотой ө, то система начиет колебаться 
с частотой в]2. Рэлей продемонстрировал это явление 
ва примере камертона, к одной из пластин которого был 
прикреплен коней длинной проволоки. Если пластина 
камертопа колеблется с частотой є, то возникают боко- 
вые колебапия проволоки с частотой є/9, Подобная же 


7: 


ту 
Фиг. 108 


картина имеет место в случае колебаний математического 
маятника, находящегося под действием синусондальной 
силы, приложенной к верхнему концу стержня (фиг. 108). 
Обозначив через 8 малое угловое перемещение маятника 
от вертикали и предположив, без ограничения общности, 
что частота сипусопдальтой силы равна единице, напишем 
дифференциальное уравнение движепия в виде!) 


ЕЦ {та асозй 9 =0, 


где т — масса колеблющейся точки, @ — ускорение силы 
тяжести, {— длипа маятника, а а— амплитуда периоди- 


1) Задача о двяжении маятника при колебаниях точки подвеса 
рассмотрена в работе [63]. Прим. перев, 
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ческой силы, Это уравнепие можно представить в форме 
а 80050 =0. {11.10 


Здесь 2 равно &/!, а 8 равно ајті. Уравнение (11.11) 
справедливо также для случая обращенного маятиика, 
в котором масса находится над точкой подвеса, если 
считать & отрицательным. Поэтому для обычного маятни- 
ка величина а положительна, а для обращениого — отри- 
цательна. Уравнение (11.17) представляет собой линейное 
уравнение, но с периодически изменяющимся коэффицнен- 
том, характеризующим силу, приложениую к точке под- 
веса маятника. Таким образом, эту систему можно рас- 
сматривать ках систему с периодическим параметром, 
‘равнение (11.11) представляет собой хорошо извест- 
ног дифферендиальное уравнение Матье !). Устойчивость 
решения зависит от змачений постоянпых а и В. Действи- 
тельно, па плоскости параметров я и З можно выделить 
область устойчивости и область неустойчивости, как это 
показано на фиг. 109 (заштрихована область устойчиво- 
сти). Таким образом, в случае обычиого маятника (2 > 0) 
система устойчива в отсутствии периодической силы (при 
2= 0), что, конечно, хорошо известпо. Одпако интересно 
отметить, что при надлежащем выборе 8 систему можно 
превратить в нсустойчивую. Тогда маятиик будет раска- 
чизаться с возрастающей амплитудой до тех пор, пока 
влияние нелинейных явлений пе приведет к установлению 
постоянной амплитуды пекоторой довольно значительной 
величипы.,В этом м заключается явление параметрическо- 
го возбуждения. При отрицательных значеннях а, т. е. 
в случае обращенпого маятпика без наличия периодиче- 
ской силы, приложенной к точке опоры {В=0), система, 
разумеется, неустойчива. Но при зпачениях 3, принадле- 
жащих к некоторому узкому диапазону, систему можно 
стабилизировать. Это явление называется лараметриче- 
ским демпфи рованиелм. 

Парамстрическое возбуждение или параметрическое 
демпфировапие могут иметь место в любой системе с пе- 
риодически изменяющимися параметрами. Это явление, 


1) См. [6]. —Нрим. перев. 
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а также любое из рассмотренных выше нелинейных явле- 
ний можно использовать в целях достижепия желаемого 
качества системы автоматического регулирования. Многие 
из этих явлений уже широко применяются в большом 
количестве различных звеньев, из которых состоят систе- 
мы азтоматического регулирования. Однако эти нелиней- 
ные звенья преимущественно играют роль вспомогатель- 
ных приспособлений, и их применяют скорее на основа- 
нии опыта и данных эксперимента, чем на осповании тсо- 
ретического исследовапия. Вопрос о построении нелипей- 
ной характеристики всей системы автоматического регу- 
лирования в совокупности все еще остается неисследован- 
ным. Материал, изложенный пами в предыдущих разде- 
лах, служит лишь указанием на большне возможности 
в этой области). 


1) О синтезе нелинейных онтимальных систем см. [78].— 
Прим. ред. 


Глава ХН 


ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


Единственной системой с персменными коэффициентами, 
которую мы подробно рассматривали до сих пор, был маят- 
пик, находящийся под действием периодической силы, при- 
ложенной в точке подвеса; его колебаниями мы занимались 
в связи с явлепием параметрического возбуждения и демп- 
фирования. Во всех же других случаях дифференциальные 
уравнения, описывавшие рассмотрепные нами системы, не 
содержали коэффициептов, явно зависящих от времени. 
Однако мы показали в гл. 1, что поведение линейных систем, 
описываемых уравнениями с переменными коэффициентами, 
может коренным образом отличаться от поведения 
систем, описываемых уравкениями с постоянными коэф- 
фициентами. В пастоящей главе мы вновь обратимся к этому 
вопросу и довольно подробно рассмотрим типичную, по 
простую систему: баллистическую ракегу ближнего дейст- 
вия. Мы покажем на этом примере, что задачу об устойчи- 
вости системы с переменными коэффициептами, вообще го- 
воря, нельзя решать теми же методами, какими решают 
задачу об устойчивости линейных систем с постоянными 
коэффициентами. Здесь мало отметить, что метод преобра- 
зования Лапласа и понятие передаточной функции беспо- 
лезны для`нашей задачи"); более того, мы сталкиваемся с не- 
обходимостью изменить существо самого подхода к реше- 
лию такой задачи. = 

Мы начнем с изучения движения баллистической ракеты, 
стабилизируемой с помощью хвостового оперения, п период 
работы ее двигателя, создающего тягу. При этом мы обра- 


3) Однако имскися попытки распространения преобразования 
Лапласа на линейные системы с переменными параметрами [65]. — 
Прим. перев, 
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ТИМ особое внимание на угловые отклонения оси ракеты от 
требуемого угла стрельбы, возникающие под действием воз- 
мущений во время запуска ракеты, и на последующее демифи- 
рующее действие се оперения. Общую задачу динамики бал- 
листической ракегы подробно изучали многие исследова- 
тели в различных странах во время второй мировой войны. 
Итоги американских работ в этой области изложепы в кпи- 
ге Россера, Ньютона и Гросса). Работа, проделанная в Анг- 
лии, изложена в книге Реикина?). Французские исследова- 
ния на ту же тему отражены в статье Каррьера?}. Мы раз- 
берем здесь эту задачу в весьма упрощенной постановке, 
‘имея целью лишь оттепить существешю иптересныс моменты 
в плане изучения линейных систем с переменными коэффици- 
ентами. 


12.1. Движение баллистической ракеты на активном 
участке траектории. В случае полета баллистической ракеты, 
снабженной стабилизирующим хвостовым оперением, вза- 
имодействие между сославляюшими движениями в верти- 
кальтой и горизоитальпой плоскостях пренебрежимо мало, 
т. е. движение ракеты в горизонтальной плоскости приводит 
к появлению лишь препсбрежимо малых аэродинамических 
сил, действующих в вертикальной плоскости. Поэтому мы 
не упустим никаких характерных свойств ракеты, если 
ограничимся рассмотрением явлений, протекающих в вер- 
тикальной плоскости, и изучением движения ракеты только 
в этой плоскости. Поскольку мы разбираем полет ракеты 
ближкего действия, мы будем считать поверхпость земли 
плоской. Пусть о обозпачает абсолютную величину ско- 
рости ракеты“), 0—угол наклона ее вектора скорости к го- 
ризонту, ф-—-угол наклона оси ракеты к горизонту $) 
(фиг. 110). При этом угол атаки а выражается с помо- 
тцью соотношения 


а=р-0. (12.1) 


1) Россер Дж., Ньютон Р. и Гросс Г., Математиче- 
ская теория полета зеуправаяемых ракет, М., 1950. 

з ревкинР. А, , Математическая теория движения неуправ- 
ляемых ракет, М., 1951 

2) Сагг! 6 гер., Меп, агіїегіе їгапс,, 25, 253—350 (1951). 

3) Здесь с—аэродинамическая скорость.—Прия. перев. 

3) То есть угол таптажа. Прим. перев. 
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Пусть т — масса ракеты и 2 — постоянное у 
лы тяжести. Сила тяжести равпа те и паправлева вер- 
тикально лвиз. Введем далсе обозпачення аэродинамиче- 
Е — подъемпая сила, О — лобовое сопротивление, 
где сила / направлена перпендикулярно к направлению 
движения, а сила О параллельно направлению движепия. 
Момент аэродинамических сил обозначим через М. Аэро- 
динамические силы приложены к центру масс ракеты 1). 


Фиг. 110 


Тяга 5 двигателя ракеты, в данном случае постоянная, 
может действовать под пекоторым углом 8 к оси ракеты 
{3 — угол устаповки двигателя) и иметь плечо ё относи- 
тельно се центра масс?) (фиг. 110). Тогда уравиепия дви- 
жения в проекциях на касательную и на нормаль к траек- 
тории имеют вид 


$605 (я — 8) - тр зіп? Р, {12.2) 


5 зіп (2 — 3) — #26 с055 + А. (12.3) 


1} Точка приложения азродинамнческой силы 1,4- В. в плоском 
зотоке определяется теорекой С. А, Чапльгииа 166, 67|. Аэродина- 
мическую силу можно, конечно, считать приложенной к центру масс 
с соответствующим изменением момента М по правилу механики о 
зерсмене цен:ра приведения системы сил. К тому же центр масе пе- 
земещастея при горе 
Зудет зависеть также и от # [68]. — Прих 

1) В общем случае во премя горения 8 


лы относительно раветы, и поэтому момент М 
"перев. 


(). — Прим. перев. 
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Если # есть радиус инерции ракеты относительно боко- 
вой оси 1), проходящей через дентр масс ракеты, то урав- 
нение момептов имеет вид 


тея 58 М. (12.4) 


ие 
В уравнении (12.4) мы пренебрегли так называемым демп- 
фирующим моментом реактивпой струи’), поскольку его 
величина мала по сравнению с величиной восстанавливаю- 
щего момента, создаваемого хвостовым оперением. 
Аэродипамические сила и момент зависят от угла а 
атаки. Но при неточной установке хвостового оперения 
относительно корпуса ракеты подъемная сила и аэроди- 
намический момент не обращаются в пули при угле ата- 
хи, равном нулю. Чтобы учесть это явление, введем так 
называемый угол ү пулевой подъемной силы, так что 1, 
и М равны нулю не при 2=0, а при а= т. Пусть о— 
плотность воздуха, 4Ь— диаметр корпуса ракеты; тогда 
коэффициент К; подъемной силы, коэффициепт Кь лобо- 
вого сопротивления и коэффициент Км продольного азро- 
динамического момента получат следующие выражения: 


= Кро" п (< —1), (12.5) 
Р = Коро, (12.6) 
М = Кмрод чт (2 — т). (12.7) 


При стрельбе баллистическими ракетами ближнего дейст- 
вия вершина траектории такой ракеты расположена на 
небольшой высоте над поверхностью земли; поэтому плот- 
ность’ р воздуха можно принять постоялной. Кроме того, 
наибольшая скорость ракеты достаточно мала для того, 
чтобы коэффициенты К;, Кр и Км можно было считать 
постоянными, т. е. не зависящими от изменепин числа 
Маха вдоль траектории. Больще того, для ракет ближне- 
то действия масса горючего составляет лишь небольшую 
часть массы ракеты, и, следовательпо, массу т ракеты 


1) В общем случае АБАЙ как вследствие 
так и вследствие перемещения центра масе в 1 
перев, 

2) Сы. [69]. -- Прим. перев. 


выгорания массы, 
ле ракеты. — рин. 
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можно без серьезной погрешности считать постоянной. 
Таким образом, траектория ракеты определяется урав- 
непиями (12.1) — (12.7) с учетом введенных упрощающих 
предположений. 

Время горения в ракетах этого типа очень мало, по- 
рядка 1/5 сек. Отсюда следует, что ускорение бий долж- 
но быть непременно очень большим. В реальных устрой- 
ствах тяга 5 настолько велика, что по сравнению с ней 
Силы тяготения и лобового сопротивления пренебрежимо 

- малы. К тому же угловое отклонение направления тяги 
от направления полета, т. е, угол а — 3, никогда не 
бывает велико. Поэтому уравнение (12.2) в нулевом при- 
ближении приводится к виду 


А (12.8) 


Таким образом, пулевым приближением траектории служит 
прямая линия, наклонепная к горизонту под углом, ра 
ным начальному углу 8; (фиг. 110). Движение вдоль эт 
прямой совершается с постоянным ускорением З/т. Сле- 
довательно, если через 2 обозначить путь, проходимый 
ракетой вдоль этой прямой, то закон движения опреде- 
лится уравнением 


(12.9) 


Если запуск ракеты происходит без начальной скорости, 
то 2 и представляет собой истинное расстояние от точки 
запуска. Если же ракета выпущена с некоторой началь- 
ной скоростью, то 2 представляет собой уже не расстоя- 
ние ракеты от точки запуска, а ее расстояние от некото- 
рой другой точки, расположенной впереди точки запуска. 
В силу равенства (12.9), будем иметь 


ааа 84. 
а 42° 


(12. 10) 


ЗЫ т 
Исходя из нулевого приближения решения, основанного 


на равенстве (12.10), мы можем подсчитать первое прибли- 


жение траектории ракеты. К этим вычислениям мы теперь 
и переходим. 
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12.2. Линеаризованные уравнення траектории. Так как 
во время горения отклонение истиной траектории от ее 
нулевого приближения никогда не бывает большим, мы 
можем в уравнениях (12.3) и (12.4) всюду ценить ско- 
рость о и ее производпую по времени их приближениями, 
определенными с помощью соотношений (12.9) и (12.10), 
Кроме того, в силу малости угла а — В, $1 (2— 3) можно 
заменить дугой 2-- ; подобным же образом вместо соѕ б 
можно подстапить соѕ0,. Мы пренебрежем также подъем 
ной силой ГР, ибо она мала по сравнению с нормально 
составляющей тяги и с весом раксты. С учетом указанных 
упрошений уравнения (12.3) и (12.4) примут вид 


2-3) - "4 созӣ, (12.11) 


н 


2 


(а 7), (12.12) 


где о— постоянная, определясмая равенством 


т 
Кур ` 


(19.13) 


Величину о, имеющую, очевидно, размерность длины, можно 
принять за характеристическую длину возмущенного движс- 
ния ракеты н рассматривать ее как длину волны возмущен- 
ной траектории. Следовательно, уравнения (12.1), (12.11) и 
(12.12) суть линсаризовапные уравнения относительно трех 
нсизвестных а, 0 и Ф. Линеаризация проведена в предпо- 
ложевии, что отклоление траектории от прямолинейной, 
соответствующей идеальному значелню 0; угла бросания, 
является малой величиной. 

Мы можем исключить 9 и из этих уравнений, чтобы 
получить единствениое урависпне относительно я. Для 
этого разделим обе части уравнения (12.11) па 2 реи 
продифференцируем уравпение, полученное в результате 
этого деления, по переменной г. Мы получим 


< С05 в. ) ‚ 
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Разделим теперь обе части уравнения (12.12) на 2 У: 
и вычтем из результата только что полученное уравнение, 
Тогда, используя уравпелие (12.1), придем к уравнению 


а, 1 аз а У: 1 Е 
уау (агу) 


241 үг 

Обращаясь к последнему уравнению, мы обнаружим, что 
это дифференциальное уравнение, с помощью которого 
определяется устойчивость баллистической ракеты, не при- 
надлежит к уравнениям с постоянными коэффициентами, 
В самом деле, это уравиение можно привести к обычной 
форме уравнения Бесселя путем введения безразмерного 
расстояния &, определяемого соотношением 


{12.14} 


где с — «длина волны», определенная посредством соотно- 
шения (12.13). Рассматриваемое уравнение получит тогда 
вид 


бъ, 14 + [1-68 «= 


аатта 


Уве). (12.15) 


После того как угол я будет найден, 0 можно опре- 
делить путем интегрирования слелующего уравчения, по- 
лученного с помощью уравнения (12.11): 

РА 

Е 09—81 060,)). (12.16) 
Независимая переменная 2 или & представляет собой не 
время, а расстояние. Однако поскольку на основании 
равенства (12.9) переменные 2 и, следовательно, & пред- 
ставляют собой монотонные функции от &, мы можем за- 
менить независимую переменную ѓ независимой переменной &, 
не изменяя при этом устойчивости системы в том смы- 
сле, что ссли система устойчива по Ё, то она будет устой- 
чива и по #; это означает, что в обоих случаях отклонение 


18 цЦань.Сюз-Сэнь 
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траектории от идеальной прямолинейной траектории будет 
убывать с ростом Е или # Поэтому задачу об исследова- 
нин устойчивости системы можно с полным правом решать, 
пользуясь уравнением, в котором независимой переменной 
служит величина +, возрастающая с течением времени от 
ее начального значения &. Начальное значение +, равно 
кулю, если запуск производится без начальной скорости. 


12.3. Устойчивость баллистической ракеты. Для выяс- 
нения вопроса об устойчивости ракеты мы должны решить 
уравнения (12.15) и (12.16) при определенных начальных 
условиях и затем определить, стремится ли к нуло угол 
атаки о (или, точнее говоря, угловое отклонение 9-8, 
возмущенной траектории от невозмущенной) по мере воз- 
растания &. Уравнение (12.15) является уравнением Бес- 
селя порядка 1/2. Решение соответствующего однород- 
ного уравнения составляется, таким образом, из фупкций 
Бесселя порядков 1/2 и — 1/2. Эти функции можно, однако, 
выразить через элементарные функции. В самом деле, пе- 
репишем уравнение (12.15) в виде 


10-000, (12.17) 
где 
= УЕ (12.18) 
и 
о 55 =. (12.19) 


Поэтому частные решения однородвого уравнения для { сво- 
дятся просто к ЧпЁ и соѕ Ё. 

Начальные условия, т. е. условия в момент схода 
ракеты с направляющих устройств, выражаются равенет- 
вами 


з 

2-03 | (12,20) 
" | 
2 
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Индекс 0 указывает на то, что значение соответству- 
ющей переменной берется в момент времени {=0. На 
основании начальных условий задачи подсчитаем началь- 
ные значения переменных & и С 


2 Я 
РЕ (12.21) 
и 
а= Иа, (12.22) 
С помощью уравнения (12.16) найдем, что при #=0 
то (11/5) соз 6; 
Е = (11575) соз 8; , 
Уа), ет! 
Но 0 =ф—а и, следовательно, 
Е (йа Фу. 
Уь (а), =(аА= 
е аву р В $] соз 
= (#), У‘ 
или 


ие бь у Вет) созд 
Са), = Нан, (12.23) 


С помощью преобразоланных таким образом начальных. 


условий мы можем выписать решение уравнения (12.17); 
выразив { через х по формуле (12.18), получим 
е Е Е 
а а= соза [в — { зоа) а | 
9) = УЕ 15 


ў 


Э она] ‚ 0220) 


где 0 — вынужлающая функция, определенная соотноше- 
нием (12.19). Так как фупкция 0 (ч) содержит половинные 
степени от т, то иптегралы, входящие в решение (12.24), 
являются питегралами Фрекеля. После того как угол ж 
определен, переменная 9 находится с помощью квадрату- 

18* 
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ры на основании уравнения (12.16): 


0 


=) 5 (84 5208, ше 


| ў 26 (12.25) 


В этом выражении для 9 мы можем провести дальнейшее 
разделение членов, выражающих возмущения различной 
природы, имеющие место при разгоне ракеты на ваправ- 
ляющих. Для этого перепишем выражение (12.2) в виде 
суммы членов, каждый из которых отражает определеп- 
ное возмущение. Таким образом, 


5-9 + (+: есь, С + 
+95, к) 16,6 +6, БЛ 
жа а) (90) 64, А). (12.20) 


Первое слагаемое в правой части равенства (12.26) харак- 
теризует влияние па полет пачального отклонения угла 
наклона траектории. Второе слагаемое отражает влияние 
угла 8 и поля земного тяготения. Третье слагаемое выра- 
жает воздействие момента тяги отпосительно центра масс. 
Четвертое слагаемое определяет составляющую отклоне- 
ния трасктории, обусловленную влияпием угла устаповки 
хвостового оперения. Влияние на полет начального угла 
атаки сказывается через посредство пятого слагаемого. 
Последнее слагаемое учитывает влияние пачальной угло- 
вой скорости ракеты. Каждая из фупкций 0, 0,, буи бе 
зависящих от переменной $ и параметра &„, представляет 
собой линейную форму от интегралов Френеля. Россер 
и сго сотрудники пазвапи эти функции «функциями рас- 
чета ракеты» и дали в своей книге таблицы этих функций. 
Фиг. 111—114, па которых приведены графики функций 
С, 0,, Сб, и С» также заиметвовапы из этой книги. 
Рассматривая графики на фиг. 111—114, мы увидим, что 
при достаточно больших значениях & каждая из функций 
С, 0, 0, и 0, приблизительно сохраняет постоянное 


Гра 


ъ чо оси 
> $ оч зе 
І пи ъл пни 


— 4-00 


11 


Фиг, 


15 
-22 
-24 


79 
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значение. Таким образом, возмущения в полете полностью 
не подавляются, Первое и два последних слагаемых в правой 


10 40=0 
р 
08 | 
оов 
Е о 
Фо 
ог 2 8 
ав в 810 
Фит. 13 
06 7] 
05 


== 


| 
| 
5 


Фиг. 114 


части равенства (12.26) характеризуют влияние начальных 
возмущений при сходе ракеты с направляющих. При боль- 
ших значениях Ё эти слагаемые принвмают копечпые лепу- 
левые значения. Другие слагаемые в правой части равен- 
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ства (12.26) представляют собой «выход от входного воз- 
действия», или вынуждающие функции. Эти слагаемые также 
принимают некоторые конечные значения при больших &. 
Хуже ведет себя функция С;: при больших значепиях & она 
приближенно равна [п & и, следовательно, возрастает неогра- 
ниченно при возрастании &. Поэтому, если мы будем оце- 
нивать полет ракеты с точки зрения установлениого ранее 
критерия устойчивости системы, т. е. будем считать систему 
устойчивой, если начальные возмущения затухают, а выход 
системы при «разумпых» ограничениях величины входной 
функции остается ограниченным, то полет баллистаческой 
ракеты является неустойчивым. С другой стороны, функции, 
определяющие общее решение однородного уравиения, соот- 
ветствующего основному уравнению (12.15), суть функции 
Бесселя, которые исчезают при болылих значениях пере- 
менной и таким образом как бы указывают па присущую 
системе устойчивость. Если мы нопытаемся подойти коценке 
систем с переменными коэффициентами с точки зрения опыта, 
приобретенного при исследовании систем, описываемых ли- 
нейными дифференциальными уравнениями с постоянными 
коэффициентами, то поведение системы с переменными коэф- 
фициентами окажется для нас явно непонятным. Но это 
обстоятельство лишь указывает на неприменимость к систе- 
мам с переменпыми коэффициентами понятий, относящихся к 
системам с постоянпыми коэффициентами, Здесь требуется 
новый подход к задаче об устойчивости и автоматическом 
регулировании. Этот вопрос мы рассмотрим в следующем 
пункте, 


12. 4. Устойчивость и автоматическое регулирование сис- 
тем с переменными коэффициентами. Как показывают наши 
предыдущие рассуждения, для случая линейной системы 
с постоянными коэффициентами можпо гарантировать удов- 
летворителыюе качество системы в отношении ее устойчи- 
вости и других критериев регулирования, если общее реше- 
ние однородного уравнения (без вынуждающей функции или 
входа) достаточно быстро затухает. Поэтому, несмотря нато, 
что выпуждающая функция или вход могут меняться от 
задачи к задаче в значительной степени, критерий качества 
системы и, следовательно, ее расчет основываются на изу- 
чении решения однородного уравнения, т. е. на изучении 
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собственных колебакий системы. В этом заключается основ- 
ной принцип теории следящих систем. С этой точки зре- 
ния метод исследования систем с помошью передаточных 
функций, основанный на преобразовании Лапласа, пред- 
ставляет собой лишь технический прием. В принципе, на- 
пример, классический метод решения одпородных уравнений 
ровно настолько же хорош, насколько хорош и метод годо- 
графа корней Ивэнса. 

Исследование, проведенное выше в этой главе, со всей 
определенностью показывает, что в линейных системах 
с переменными коэффициентами затухание всех собственных. 
колебаний в системе еще пе обеспечивает удовлетворитель- 
ного качества этой же системы при воздействин на пее вы- 
нуждающей силы. При некоторых входах (или вынуждаю- 
щих функциях) выход может даже стать неограниченным, 
несмотря на затухающий характер собственных колебаний 
системы. Таким образом, качество системы нельзя оценить 
без знания входной функции. В свете этого требования кон- 
кретного заданая входной функции, а также трудности 
фактического нахождения решения кеодяородного дифферен- 
циального уравнепия с переменными коэффициентами зада- 
ча о построении общей теории устойчивости и регулирова- 
ния в таких системах может показаться безнадежной. Одна- 
ко мы должны проводить различие между вычислитель- 
ными трудностями и реальными трудностями создания 
общей теории. Трудности вычислительного порядка можно 
преодолеть с помощью быстродействующих электрических 
вычислительных устройств!), и потому их не следует 
принимать за реальные трудности. Уяснив себе это об- 
стоятёльство, мы придем к выводу о том, что требование 
задакия конкретной входной функции при исследовании 
систёмы сводится, по существу, к требованию того, 
чтобы было указано пазначепие системы; прежде чем 
приступить к разработке системы, мы должны знать, что 
мы хотим от системы и при каких обстоятельствах. Коль 
скоро принят имешю этот путь, общая задача об устойчи- 
вости системы уже отпадает, так как если система рассчи- 
тана на выполнение определенного удовлетворяющего нас 


2) В настоящее время наибольшее распространение получили 
электронные вычислительные устройства.—Йрил. ред, 
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действия, то это свойство ее само по себе является доста- 
точным. Для линейных систем с переменными параметрами 
обшую теорию регулирования можно построить именно па 
этой основе, применяя классическую баллистическую тео- 
рию возмущений, что мы и рассмотрим в следующей главе, 
Обозревая весь предыдущий материал, мы можем сказать, 
что теория обычьых следящих систем является теорией, 
посвященной общим методам проектирования систем част- 
ного вида. Теория возмущений, которую мы изложим в сле- 
дующей главе, представляет собой теорию, посвященпую 
частным задачам проектирования систем более общего 
вида. 


Глава ХИТ 


РАСЧЕТ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ 


Назначение баллистической теории возмущений состоит 
в подсчете величин, определяющих поведение баллисти- 
ческого снаряда вблизи так называемой нормальной траек- 
тории!). Нормальной траекторией пазывается определенная 
траектория, отвечающая известлым начальным условиям, 
заданному закону тяги, данному состоянию атмосферы и 
задапной программе измепения подъемной силы и лобового 
сопротивления. Если же истинные ‘условия полета несколько 
отличаются от этих заданных условий или же если летящий 
объект претерпел отклонение от его нормальной траектории 
из-за случайного порыва ветра, то траектория объскта будет 
отличаться от нормальной, Но если эти возмущающие вли- 
япня малы, то возмущенная траектория будет проходить 
вблизи ог нормальной траектории и различие между возму- 
щенной и нормальной траекториями будег оставаться 
незначительным. Именно эта близость возмущенной траекто- 
рии к теоретической, известной траектории, служит основа- 
нием для линеаризации дифференциальных уравиепий дви- 
жения по возмущелпой траектории. Возмущенное движение 
описывается при этом линейной системой уравнений с пере- 
менными коэффициентами; эти коэффициенты изменяются во 
временй в силу того, что с течением времени меняются усло- 
вия полета объекта. 

Первоначальное назначение баллистической теории воз- 
мущений состояло в том, чтобы подсчитывать малые изме» 
нения траектории спаряда, вызывасмые огклонепиями вгса 
оболочки снаряда от его слапдартиого зпачения, измене- 
пиями атмосферных условий, действием ветра н т. д. Однако 
с появлепием современных больших и быстродействующих 
вычислительных машин паметилась тенденция вычислять 


з) Эта траектория называется также невозмущеной.—Прим. 
дерев. 
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все близкие возмущенные траектории порознь и благодаря 
этому отпала надобность в баллистической тсории возму- 
щений. Но задача расчета регулирующих устройств для 
линейных систем с переменкыми коэффициентами как раз 
и является той задачей, к которой можно применить бал- 
листическую теорию возмущений, что мы проиллюстрируем 
в настоящей главе на примере задачи об управлении ракетой 
дальнего действия. Такая задача была рассмотрепа Дрени- 
ком"). Однако мы разберем здесь эту задачу в более полном 
объеме, включая вопрос об автоматическом управлении по- 
летом этой ракеты"). 


13.1. Уравнения движения ракеты. Чтобы не усложнять 
вычислений, предположим, что ракста движется в эквато- 
риальпой плоскости вращающейся Земли (фиг. 115). Плоское 


Тачка 
назначения 


Фиг. 115 


движение возможно благодаря отсутствию в экваториаль- 
ной плоскости кориолисовой силы. Полет ракеты рассмат- 


> 1) ДреникР., Вопросы ракстной техники, сборвик персво- 
дов, М., 5, 1950. 

2) Тыет №.5., Адатпѕоп Т. С., КлиН Е. 1.., Јошт. Ат, Воскей 
Зое., 22, 192—199 (1952). 
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ривается в системе координат, связанной с вращающейся 
Землей, т. е. сама эта система вращается с угловой ско- 
ростью © вращения Земли. Положение летяшей ракеты 
в экваториальной плоскости в любой момент времени # 
определяется полярным радиусом-вектором г и полярным 
углом 0, отсчитываемым от направления гв точке запуска 
ракеты. Пусть л, обозпачает радиус Земли и д— постоянное 
значение ускорения силы тяжести на поверхности Земли 
без учета центробежной силы, обусловленной вращением 
Земли. Пусть, далее, Ю и © обозначают приходящиеся на 
единицу массы ракеты составляющие силы тяги и аэро- 
динамических сил, приложенных к ракете, в радиальном 
и трансверсальпом паправлениях соответственно. При этих 
условнях уравнения движения центра масс ракеты нмеют вид 


у 


Я 7 (134) 
а еван а-в (9), 


а БСА 
1120-2700 40). ! 
Знак «плюс» внутри скобок в правых частях двух послед- 
них уравнений отвечает полсту в восточном направлении, 
а знак «минус» — в западном. 

Силы `В и Ө определяются тягой 5, подъемной силой 
1, и лобовым сопротивлением 2. Пусть !- вес ракеты 
В данный момент времени, соответствующий ускорению 
& силы-тяжести, а У -– скорость ракеты относителыю воз- 
духа (воздушная скорость). Для дальнейшего удобпо вве- 
сти параметры ХУ, А и А, определяемые посредством со- 
отношений 


. _ $8 Рр 
у=; А л= 22: 13. 

№ ру? У (13.2) 
Мы будем предполагать, что скорость ш ветра направлена 
горизонтально и лежит в экваториальной плоскости, и будем 
считать ее положительной, если ветер встречный. Скорость 
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ш рассматривается как функция высоты ғ. Обозначим 
через и, радиальную скорость, а через ов — трансверсальную, 
т. е. 


(18.3) 


С помощью последних соотношений скорость У ракеты 
относительно воздуха определяется равенством 


уз = риб ш). (18.4) 


Обозначив через В угол паклопа линни действия силы тяги 
к горизопту, выразим радиальную и трапсверсальную состав- 
ляющие в виде 


Б.= зіп? (ии) А-а, 


13.5) 
@-- 5058 вА- (щи) А. ( 

Обозкачим через № результирующий момент всех при- 
ложенных сил относительно центра масс ракеты, отнесен- 
ный к ее моменту инерции, и напишем уравнение, опре- 
деляющее угловое ускорение: 


В Нм. (13.6) 

Для того чтобы иметь уравпения движения ракеты 
в окопчательном виле, необходимо задать подъемную силу 
1, лобовое сопротивлепие № и результирующий момент т 
всех приложенных сил относительно ценгра масс в функ- 
ции времепи, Как принято в азродипамике, выразим си- 
лы Ги О. через посредство коэффициента С; подъемной 
силы и коэффициента Ср лобового сопротивления в сле- 
дующей форме: 


І 


ВУЗА, 
еМ (13.7) 
р = 1 5УЗАСЬ, 


где р— плотность воздуха, зависящая от г, а А — харак- 
терная площадь, например площадь крыла ракеты. В рас- 
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сматриваемой задаче, поскольку движение ракеты ограни- 
чепо экваториальной плоскостью, положение ее па траск- 
тории, существенно важное для подсчета аэродинамических 
коэффициентов, определяется углом атаки, т.е. углом меж- 
ду линией действия силы тяги и вектором воздушной скоро- 
сти ракеты (фиг. 115). Управление же полетом ракеты осу- 
шествляется путем изменения угла т отклопения руля 
высоты. Таким образом, переменными, от которых зависят 
коэффициенты Сь и Ср, являются х и т. Кроме того, аэро- 
динамические коэффициенты зависят от числа Рейлольдса 
Ве и числа Маха №. Обозначив через а скорость звука 
в воздухе, являющуюся функцией г, определим число 
Маха отношением 


м=й. (13.8) 
а 
Пусть {— характерный размер ракеты, а и — коэффициент 
вязкости воздуха, также являющийся функцией г. Число 
Рейнольдса определяется соотношением 


=й 
Ве". (13.9) 


Следовательно, 
Сь = Сі (=, т, М, Ке), 
Сь=Сь (а, т, №, Ве). 


Допустим, что линия действия силы тяги проходит 
через центр масс ракеты; таким образом, сила тяги не 
дает момента относительно центра масс. Поскольку сле- 
дует ожидать, что угловое движение ракеты на активном 
участке -траектории будет медленным, можно считать, что 
демпфирующий момент ракеты пренебрежимо мал. Един- 
ственный момент, приложецкый к ракете, сводится при 
этих ‘условиях к аэродинамическому моменту т. Этот 
аэродинамический момент можно выразить через посредство 
коэффициента См продольного момента 1): 


УЗА. (13.11) 


(13.10) 


т = 


1) Соотношения (13.7) 1 (13.11) отличаются от соотношений (12.5) 
(12.7) лишь формой грутшнровки иножителей в их правых частях, 
а также тем, что в (12.5)—(12.7) не учитывается зависимость сил н мо- 
мента от Веи М, а үх: 0. — Прим, перев. 
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Как и другие аэродинамические коэффициенты, коэффи- 
циент См продольного момента зависит от четырех пере- 
менных а, т, Ми Ке: 


Сы = См (а, т, М, Ке). (13.12) 


Обозначим через Г значение момента икерции ракеты от- 

носительпо се боковой цептральной оси в момент времени 

#. Тогда величика №, входящая в равенство (13.6), опреде« 

лится отношением 
т 

м= 7. (13.13) 

Пользуясь введепными выше обозначениями, мы можем 
написать систему уравнений движения ракеты в виде 

4 _ а _ 9 


ЧЕ” агт 


= паара и) А оа 


науа 


рду . 
= [свз ол (атаа 


% 
— 2, (№ |з. (13.14) 

Уравнения (13.14) представляют собой систему уравне- 
ний первого порядка отиссительпо шести неизвестных 


функций г, 0, 3, о. ов и 8. Для определения этих фупк- 
ций необходимо задать шесть начальных значений, 
т. е. значений этих функций в момепт #= 0. Кроме того, 
необходимо задать закоп изменения во времени силы 
тяги 5, всса \ и момента / инерции. Для определения 
аэродинамических сил должен быть задан закон движе- 
ния руля высоты в виде зависимости угла 1 от времени. 
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Должно быть известно также состояние атмосферы, в 
которой совершается полет, т. е. нужно знать скорость ш 
ветра, плотность р и вязкость ь воздуха и скорость а звука 
в фупкции высоты и. Что касается угла атаки є ракеты, 
то его заранее задавать нельзя !); угол а вычисляется 
с помошью угла В и воздушной скорости У. 

Будем исходить из свойств стандартной атмосферы и 
зададим типовые характеристики ракеты и ее двигателя. 
Тогда, если угол отклонения руля высоты задан в функ- 
ции времени, траектория ракеты может быть опредслена 
путем интегрирования системы уравнений (13.14). Дейст- 
вительное проведение вычислений можст быть выполнено 
с помощыо электромеханического вычислительного устрой- 
ства. Эту траскторию типовой ракеты в стандартной атмо- 
сфере можно назвать нормальной траекторией полета’). 

Главной характеристикой нормальной траектории служит 
ее дальность; дальностью называется расстояние между 
точкой запуска и точкой падепия ракеты. Следовательно, 
задача павигации заключается в определепии надлежащего 
момепта времени выключения двигателя ракеты и надле- 
жащего закона перемещения руля в полете так, чтобы 
осуществить полет на заданную дальность. Эту задачу 
навигации для полета типовой ракеты в стандартной ат- 
мосфере можно решить математически до фактического 
запуска ракеты, поскольку все данные, необходимые для 
определепия нормальной траектории, известны или заданы 
заранее. 


13.2. Уравнения возмущенного движения. Истинные 
характеристики атмосферы не обязательно совпадают с ха- 
рактеристиками стандартной атмосферы. Скорость ветра 
на каждой высоте меняется в зависимости от условий 


1) Если пренебречь колебаниями ракеты на траектории (Г —0), 
топри данных М и Ке угол я зависит только от 1 и определяется урав" 
непием Су 0. Применяя для обозначения аэродинамических про- 


1, тї [04], найдем а в ваде а=— 


изводных символы т, 


со, Ма и тї суть функции М н Ве. — Прин. перев. 


2) В русской литературе в этом случае пользуются термином 
опорная траектория». — Прим. перев. 
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погоды; температура Г воздуха также представляет собой 
переменную величину. Поэтому благодаря влиянию изме- 
нений состояния атмосферы следует ожидать отклонений 
‘ракеты от нормальной траекторин. Кроме того, данный 
образец ракеты может несколько отличаться от стандарт- 
ной ракеты по весу, по свойствам ее двигателя и т. д. 
Поэтому истинная траектория ракеты будет отличной от 
нормальной, если отклонить руль ракеты по закону, при- 
нятому для нормальной траектории. Таким образом, задача 
навигации применительно к реальной ракете заключается 
в корректировании закона перемещения руля таким обра- 
зом, чтобы дальность в истинном полете совпала с даль- 
ностью в полете по нормальной траектории и ракета точно 
попала в назначенную точку. Ввиду большой скорости 
полета эту навигационную задачу нельзя решать обычным 
методом, связанным с полным пренебрежением динамиче- 
скими эффектами и основанным только на кинематических 
соотношениях. Вместо этого задачу следует решать с по- 
мощью автоматической вычислительной системы, реаги- 
рующей практически мгновенно па всякое отклонение от 
условий нормального полета. Вследствие этого такую 
задачу целесообразнее называть задачей наведения ракеты, 
а систему регулирования — системой наведения. 

Общая задача наведения в строгом смысле является 
очень трудной. Однако следует ожидать, что отклонения 
от нормальных условий будут малы, поскольку нормаль- 
ная траектория хорошо отражает средние условия полета. 
Это обстоятельство немедленно наводит на мысль о том, 
что при оценке возмущений нужно рассматривать лишь 
величины первого порядка. Такая «линеаризация» и со- 
ставляет основу баллистической теории возмущений. 
В результате мы придем к системе, коэффициенты которой 
определяются их значениями вдоль нормальной траектории и, 
в общем случае, являются функциями времени. Поэтому 
в баллистической теории возмущений основную роль играют 
линейные уравнения с переменными коэффициентами. 
Таким образом, наше исследование о задаче наведения 
ракеты дальнего действия служит примером расчета про- 
граммы управления в таких системах. Конкретное назна- 
ченне системы определяется здесь требованием уничтоже- 
ния ошибки по дальности. Регулируемым «входом» служат 


19 Цашь-Сюз-Сень 
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поправка на отклонение руля высоты ракеты. Ниже мы 
разовьем эти положения подробнее. 

Условимся обозначать буквами с черточкой соответ. 
ствующие переменные для нормальной траектории, а откло- 
нения от нее по этим перемеиным — теми же буквами 
с символом 8 перед ними. Тогда величины переменных 
в рассматриваемом полете определятся соотношениями 


0= 04-0, В+ 28, 
О и В алә) 
оу бо, ВВ. Ј 


Отклонения параметров, характеризующих истипное со- 
стояние атмосферы, от их значений для стандартной атмо- 
сферы определяются отклонениями ёр плотпости, ёТ тем- 
пературы и йо скорости ветра. Таким образом, 


+, ТТТ, шею. (13.16) 


р 


Если мы предположим, что состав атмосферы на всех 
высотах не отличается от состава стандартной атмосферы 
па тех же высотах, то для подсчета отклонений атмо- 
сферпого давлепия, если это пеобходимо, достаточно знать 
отклонения 82 и Т. Будем считать, что отличие рассмат- 
риваемого образца ракеты от стандартного сводится только 
к погрешности $ в весе и погрешности 5/ в моменте 
инерции, 


УЕ;  Г=ГЫ. (13.17) 


Тягу $ мы считаем отвечающей ее стакдартной величине. 
Площадь А крыла и аэродинамические характеристики ра 
кеты; определенные соотношениями (13.10), (13.12), также 
принимаются неизменными. 

Подставив значения переменных, выражаемые равен- 
ствами (13.15} — (13.17), в уравнения (13.14) и сократив 
члены, отвечающие полету по нормальной траектории *), 
мы получим на основации принципа линеаризации сле- 


1) То есть члены, отвечающие незозмущенкому движению (дви: 
жению по нормальной или опорной траекторин),—— Ирим. перев. 
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дующие уравпения: 


1а (13.18) 
= 


7 = айг а 28 - азо, адор адут адр + 


4-67 а, + ад, 


(13.19) 
БАГ 6ш +0, 


== сг 03 ~ С,до, Сабоа 1-6,0 2 Сә 
68 + себш И СГ. 


Коэффициенты а;, Б, с, суть частлые производные от 
функций Ё, СиН, определенных в системе (13.14), по 
соответствующим переменным, вычислешые вдоль траек- 
торин. Например, 


(13.20) 


Подробности вычисления этих коэффициентов пояснены 
в приложении к пастоящей главе. 

Уравнения (13.18) и (13.19) представляют собой линей- 
ные уравнения с переменными коэффициентами относи- 
тельно шести возмущений. Если известны отклонения 85, 
ЪТ и ёш, характеризующие возмущенное состояние атмо- 
сферы, н заданы отклоцения дү, ФШ, 8/, то эта система 


19* 
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дифференциальных уравнений определяет возмущения ёғ, 


20, 38, 50,, 805 и 88. Однако, не в разыскании этих возму- 
щений заключается задача наведения. В самом деле, мы 
ищем функцию ёт – поправку на изменение угловой коор- 
динаты руля высоты, требующуюся для уничтожения 
ошибки по дальности. Как показывает исследование 
Дреника, эту задачу лучше всего решать методом сопря- 
женных функций Блисса1). 


13.3. Сопряженные функции. Существо метода сопря- 
женных функций заключается в следующем. Пусть функ- 
ции у; (0) при = 1, ..., п определяются системой п ли- 
нейных уравнений 

ад ха 7 
ад Хан, =У(В, 1=1, 0... (3.29 
1=1 
где а;; — заданные коэффициенты, которые могут зависеть 
от времени #. Функции У, ({) суть «вынуждающие» функ- 
ции или входы. Введем совокупность новых функций 
0 (=1,..., п), называемых сопряженными функциями 


по отношению к функциям у,(!), которые удовлетворяют 
следующей системе однородных уравнений: 


„п. (13.22) 


Умножив обе части каждого из уравнений (13.21) на А;, а 
обе части каждого из уравнений (13.22) на и; и произведя 
суммирование по илдексу і, получим 


® па п 
У 1 У (а а) = УМУ, 
? — 


рен 
Очевидно, что две части, составляющие двойную сумму, 
взаимпо уничтожаются и 


8 (13.23) 


1) В1155 С. А., Маіћетаіісз {ог ехіегіог Ба/1151с5, Мез УогК, 1944. 
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Проинтегрируем это уравнение по времени в пределах от 
= доѓ=Ё: 


А я 
Ули У м 


| 
= 


|+ И 5 му.) а. (13.24) 
ъ= 


Блисс пазывает это соотношение основной формулой. 
В задаче о полете ракеты далыего действия величи- 
ны у; представляют собой возмущения (и = 6) и 


уе, =, к 


=, або, 028. 


(13.25) 


Тогда, в силу уравнений (13.19), сопряженные функции 
х, (0) удовлетворяют следующей системе уравнений: 


а. и Г 

-Ф= - я ам. В, Нор, \ 
Ф _ 

20.20 
Фу 


—-8= а А А, 
со У (8.26) 


аи оа, 


1 А 
№ Ним од оде 


а ) 
Входные "функции Ү; определяются равенствами: 
У, =У, = У, =0, (13.27) 
= ау + ар Бат вби ра У, 
01 4 бер -- 0,87 -- бо + ВМ, {13.28) 


Үсү ср СВТ А вр - сай -сийГ. 


13.4. Стабилизация дальности. Уравнения (13.26) не 
бпределяют функций }, ..., № полностью. Чтобы это 
сделать, необходимо задать значения фупкций №, ..., № 
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в некоторый момент времени. Какие значения функций 
2, ...»› № задать ив какой момепт времени — это зависит 
от конкретного назначения системы регулирования. В на- 
шей задаче о каведении ракеты на цель мы хотим упич- 
тожить ошибку по дальности. Поэтому нас иптерссует 
величина 80, измеренная в момент удара ракеты о землю, 
т. е. величина 59., где индекс 2 отпосится к значению 
данной переменной в конце траектории. Этого достаточно, 
как мы сейчас увидим, для полного определения фупкций 
ы Е 

Пусть № есть момент достижения ракетой конечной 
точки трасктории в ее истинпом полете, а #, — момент 
достижения ракетой конечной точки при полете по нор- 
мальной траектории. Тогда 


(13.20) 
(13.30) 
у 
= ) 13.31 
20, = 2. (80), 2, В 0. ] Кя 


Однако величива ёл, по определению равна пулю, ибо под 
конечной точкой траектории понимается точка, в кото- 
рой ракета касается земной поверхности, т. е. г, = 
Исключив М, из уравнений (13.31), получим 


а = Ро 


(13.32) 


Поэтому, задав значения фупкций }, ..., № в момент 


= соприкосновения ракеты с землей, с помощью соот- 
ношений 


(13.33) 
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определим ошибку по дальности посредством равенства 


(вг 0,00 098. во, + вор -- мрт. (13.34) 


Если нормальная траектория найдена, то коэффициенты 
уравнений (13.27) оказываются известными функциями вре- 
мени. Тогда эти уравнения вместе с траничными значе- 
ъиями в конце трасктории определят сопряженные функ- 
ции 0, ..., %. Иптегрированис следуст вссти в «обратном» 


Истинная (возмущенная) 


А траектория 


вв), 


Нормальная 
‘невозмущенная) 
траектория 


паправлении при # < ї,, осуществляя его, если это воз- 
можно, с помощью электромехапичсского интегратора. 
Когда сопряженные функции будут определены, можно 
применить. основную формулу (13.25) и преобразовать 
выражение (13.34) ошибки по дальности следующим об- 
разом: пусть & означает момент времени, в который про- 
изводится выключение двигателя при полете по нормаль- 
кой траектории. Тогда условие уничтожения ошибки 88, 
по дальности можно выразить с помощью соотношения 


88, =0 — [087 -- 2.86 7.58 1 до, ав В, -- 
1 
Е { ФАУ, +) а. (13.35) 

СЕЛ 
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Это и есть основное уравнение задачи наведения; мы ис" 
пользуем его в последующих пунктах. 


13.5. Определение момента выключения двигателя. 
Условие (13.35), справедливое при произвольных возму- 
щениях, можно расчленить на две части и приравнять 
нулю сумму и интеграл, фигурирующие в этом условии, 
независимо. Поэтому в момент Ё отключения двигателя 
на нормальной траектории имеет место равенство 

авг -- 280-0308 45 бо, 4 оь 4-28), = == 0. (13.36) 
Так как момент В отключения двигателя определяет стан- 
дартный момент времени, не обязательно совпадающий 
с действительным моментом ѓ, отключения двигателя, т. е. 


ъъ, (13.37) 


то соотношение (13.36) следует привести к более целесо- 
образной форме, характеризующей истинный момент отклю- 
чения. Это легко сделать, так как с точностью до вели- 
чины первого порядка имеем на основании равенства 
(13.35) 


или 
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где Р, б и суть значения величин Е, О, Н, определен- 
ных уравнениями (13.14), вдоль нормальной траектории. 
В действительности эти величины следует брать в неко- 
торый момент времени, непосредственно предшествующий 
моменту Ё выключения двигателя па нормальной траекто- 
рии, что пеобходимо для учета влияния сил, обусловли- 
вающих ускорение ракеты, ибо это ускорепие определяется 
также и тягой. Е 
Определим теперь величины Ј и Ј равенствами 


= е 50-4-0804, ор РАВ (13.38) 


ТА, а 8) =. 
где №№ суть значения фупкций А, в момент ?, выключения 
двигателя на нормальной траектории. Тогда в момент #, 


выключения двигателя на истинной траектории должно 
выполняться условие 


+ЫЕМЕНЫОН НИ], 
(13.39) 


Таково уравпение, определяющее надлежащий момект 
выключения двигателя. 


Когда нормальная траектория известна, величина 7 
и величина, заключенная в квадратные скобки в правой 
части равенства (13.39), становятся фиксированными. В этих. 
условиях всю-лравую часть равенства (13.39) можно рас- 
сматривать нак линейную возрастающую функцию време- 
ни Ё, если только вместо #, подставить #. Одновременно 
с помощью" величин 2!, вычисленных заранее, и значений 
координат и скоростей ракеты в фактическом полете, 
измеряемых на наблюдательных станциях, можно опреде- 
лять значения ./ в каждый момент времени, предшеству- 
ющий моменту выключения двигателя. В результате мы 
получаем возможность непрерывно сравиивать величины, 
стоящие в обеих частях равепства (13.39). Когда эти 
величины сравняются, равенство (13.39) удовлетворится. 
Тогда посылается сигнал выключения двигателя и горение 
в ракете прекращается, 
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13.6. Условия попадания ракеты в цель. Когда ракет- 
ный двигатель выключается раньше или позже стандарт- 
ного момента і; выключения, то благодаря влияпио массы 
торючего, оставшегося в баке (если только бак к этому 
моменту не опустошен), величины веса \ и момен- 
та Г инерции ракеты принимают значения, отличные от 
соответствующих значсний этих величип для нормаль- 
цой траектории. Не исключено также, что полезный 
груз ракеты не совпадает с полезпым грузом, соот- 
ветствующим стапдартной ракете. Тогда, по выключении 
двигателя, возникают постоянлые отклопения ё и 5, 
постоянпые в том смысле, что они ле меняются во вре- 
мени и становятся известными сразу же после выключе- 
ния двигателя. Иной характер имеют отклонепия 82, ФТ 
и ёш истинной атмосферы от стандартной. Их мы не 
мажем узнать иначе, как путем измерения. В дальнейшем 
мы ставим своей задачей применить в качестве измеритель- 
ного инструмента саму ракету, для чего поступим следу- 
ющим образом. 

После того как удовлетворено условие выключения 
двигателя, условие уничтожения ошибки по дальности 
заключается в обрашении в пуль интеграла в правой 
части равенства (13.85). Поскольку У, в подинтег- 
ральпой функции зависят от произвольтых возмуще- 
ний бр, Ти ёш, заранее пеизвестных, то последнее усло- 
вие может быть выполнено только при обращения в нуль 
самого подинтсгральтого выражения!). Следовательно, 
в силу соотношений (13.28), получим 


(маз + 05, 4 арз) 57 
З (Маз в аа) др Ома, РА сз) Т + 
+ Ола, +20 + Ас) ёш Ола, А8, са) В 
+7 = 


р 
1) Чтобы ў Ғ (х)%р-й< обращался в пуль при любых непрерыв- 


ё 
ных функциях ёр, необходимо, чтобы было Р = 0. На этом свой. 
стве основан, в частности, вызод уравнения Лагранжа в механике 
и варвационном исчислении. Прим. перев. 
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введя обозначения 
Ч; = аб + м0, 
а, = ма, 6, бь 
а, = ау МЫ, А (13.40) 
а, = 0, + 6351-8, 
Р = (а 2-6, с) Р — Асо, 


запишем это условие в виде 
а: аа, Т 4, 8и=0. (13.41) 
Уравнения (13.19) можно переписать в форме 


аура, ра, %Т- аш = А, 
050; +6, 0946 5,57 -- В, бш = В, (18.42) 
с, буса с, ВТ 4-с, дш = С, ) 


где 
А-а во, | 
— аёо — а, 5, 
4% 
ВЕРЬ м-в. 6,0, — | 
ел 1 88 — 0,50, $ 013.48) 
= 01000 6,20, | 
с = 7 6187 — 0208 — 6380, — | 


ди 6,7 81. } 


Если на стапциях, с которых производится измерепие па- 
раметров летящей ракеты, измерить величины А, Ви С 
и если, кроме того, одпо из трех возмущений ёр, 87 и бш 
измерить независимо при помощи прибора, находящегося 
виутри ракеты, то, пользуясь этими результатами н любы- 
ми двумя из уравнений (13.42), можно будет определить 
остальные два агмосферных возмущения. Это, по существу, 
сводится к использованию для определения возмущений 
8р, ЗГ и ёю самой ракеты в качестве измерительного при. 
бора. Следует заметить, что при определении всех трех 
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возмущений 8р, 57 и #0 мы не можем ограничиться только 
уравнениями (13.42), ке пользуясь добавочным прибором, 
так как мы не знаем $7 и уравнения (13.41) и (13.42) не 
независимы. 

Если, например, возмущение 57 определепо независимо, 
при помощи прибора, то уравнения (13.41) и (13.42) нужно 
переписать в виде 

а ЗН аь 0, №=Ар-а, 7, 
$; 5ү-- 6, ЗР-- В, 5ш = В – Б, ВТ, 
а, вра, ёра, Зр = р, АГ. 

Из этих уравнений можно определить необходимую по- 
правку на отклонение руля в каждый момент времени вфунк- 
ции значений величин а;, б, 0, и А, В, О для того же 
момента времени. Последние величины частично зависят 
от параметров нормальной траектории, определенных за- 
ранее, а частично — от данных, полученных с помошью 
телеметрических измерений координат и скоростей ракеты 
в полете. На больших высотах, где плотность воздуха 
весьма мала, аэродинамические силы почти пренебрежимы 
по сравнению с силой тяжести н силами инерции. В этом 
случае величины А, В и С, определяемые уравпениямн 
(13.43), представляют собой малые разности больших 
величин и поэтому точное определение этих трех величин 
сопряжено с весьма большими затрулнениями. Если руль 
высоты летящей ракеты отклонять в соответствии с про- 
граммой, определяемой соотношением (13.44), и произвести 
выключение двигателя в надлежащий момент времени, 
найденный в предыдущем пункте, то ракета будет наво- 
диться на выбранную пель на земной поверхности, несмотря 
на Ятмоеферные возмущения. 


13.7. Система наведения ракеты. Как только на осно- 
вании технического задания на полет ракеты устаповлен 
общий характер ее траектории, первая задача заключается 
в определении нормальной траектории (в стандартной 
атмосфере) по ожидаемым значениям параметров ракеты 
при ее стандартном весе. Зная нормальную траекторию, 
мы можем найти и функции а;, б; и сь. С помощью ура- 
внения (13.27) и условий (13. 33у па конце траектории 
можно определить сопряженные функции \.,. Всеми этимя 
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данными необходимо располагать до начала реального 
полета ракеты, поэтому их можно назвать «запоминаемыми 
данными». 

До момента выключения двигателя рулем высоты можно 
управлять в соответствии с программой, составленной для 
полета по нормальной траекторни, а стабилизация ракеты 
на этой траектории осуществляется с помощью дополни- 
тельных реактивных сопел или вспомогательных ракет. 
Однако телеметрические станции вступают в действие не- 
медленно после запуска ракеты и подают на ее приемные 
устройства данные о ее положении в пространстве и ско- 
ростях полега. Эти данные поступают, прежде всего, на 
счетчик момента выключения двигателя, который, исполь» 
зуя запоминаемые данные, непрерывно производит сравне- 
ние величин, находящихся в обеих частях соотпоше- 
ния (13.39), выражающего условие выключения двигателя. 
Как только это условие будет удовлетворено, произойдет 
выключение двигателя. 

В момент выключения двигателя сигналы с телеметри- 
ческих станций, до той поры подававшиеся на счетчик 
этого выключателя, переключаются на вычислительное 
устройство системы наведения. Продолжительность про- 
текшего времени от момента запуска до момента выключения 
определяет также количество горючего, оставшегося в ба- 
ках, итем самым определяет отклонения веса и момента ннер- 
ции ракеты от стандартных значений, соответствующих 
моменту выключения двигателя, Тогда на основании этих 
данных, вместе с запоминаемыми данными полета по нор- 
мальной траектории, вычислительное устройство может вы- 
рабатывать. поправку Ау па отклопение руля в ссответствии 
с соотношениями (13.40), (13.43) и (13.44). Теоретически 
величина $4 должна быть найдена без запаздывания по от- 
ношению к моменту времени получения входных данных, 
так как равенство (13.44) представляет собой условие равен- 
ства двух величин, рассматриваемых в одинаковые моменты 
времени. В результате истинный угол ү отклонения руля 
высоты в фактическом полете определяется с помощью 
вычисленной поправки 87 в сочетании с углом 1 отклонения 
этого руля, характеризующим полет по пормальной траек- 
торин. Начиная с этого момента процесс разработки меха- 
низма управления рулем высоты можно вести на основании 
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методики, предназначенной для разработки обычных сле- 
дяших систем (с обратной связью), применяя обычные 
критерии быстродействия, устойчивости и точности 
отработки. В свете этих рассуждений общую схему систе- 
мы паведения можно представить в форме, показапной па 
фиг. 117, 

Вычислительные устройства, предусмотрепные в этой 
схеме, находятся на борту ракеты и получают данные о ее 
положении и скоростях от неподвижных наземных наблю- 
дательных станций, расположепиых вдоль траектории. Эта 
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Фиг. 117 


передача данных и образуст цель обратной связи, как пока- 
зано на фиг. 117. Если вычислительные устройства выпол- 
нены”надлежащим образом, то их работа обеспечивает за- 
данное качество системы; это означает, что действие этих 
вычислительных устройств равносильно действию коррек- 
тирующего контура или усилитсля обычной следящей си- 
стемы. Следовательно, в широком плане наша система паве- 
дения весьма близка к простым следящим системам, рас- 
смотренным в предыдущих главах. Однако система наве- 
дения все же очень сложна. Ее разработка требуст при- 
менения теории возмущений совместпо с теорией сопряжен- 
ных функций. 
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Хотя разобранный нами пример управления полетом 
ракеты дальнего действия изложен, пожалуй, в слишком 
упрощенной форме, он служит наглядной иллюстрацией 
методики приложения теории к разработке систем автома- 
тического управления. В этом примере мы исходили только 
из одного критерия просктировапия, а именно требовали 
уничтожения ошибки по дальности. В более сложных систе- 
мах можно сформулировать несколько критеряев проекти- 
рования и может возникнуть необходимость прибегнуть 
к использованию нескольких систем сопряженных функций. 
Тем не менее приицип решения задачи останется тем же, 
что и в данном простом примере. 


13. 8. Вычислительные устройства, применяемые в сис- 
темах автоматического регулирования. Хотя в пашу задачу 
невходит описание подробностей конструкции и технических 
особенностей тех иди иных узлов, входящих в состав рас- 
смотрешых выше систем, все же целесообразно охаракте- 
ризовать здесь в общей форме свойства вычислительных 
устройств и требовапия к пим, учитывая особую важность 
этих устройств в наиболее современных системах регули- 
рования, отмечештую в лервый раз в связи с задачей об оп- 
тимальном законе переключения (гл. Х). Читателю же, 
интересующемуся эгим вопросом более подробпо, следует 
обратиться к специальным руководствам по этой теме!) ?). 

В пастоящее время распространены два вида вычисли- 
тельпых устройств: физические модели и цифровые счет- 
ные машины. Физической моделью, как это точно следует 
из ее названия, называется устройство, физически модели- 
рующоее задачу того типа, которую проектировщик модели 
желает решать. Следовательно, физическая модель пред- 
ставляет собой систему, которая описывается с помощью 
тех же математических операций, с помощью которых опи- 
сывается и явление, подлежащее расчету. 

Входные величины подаются на это устройство в виде 
значений некоторой физической величины—электрического 


1) Епсіпеегіпи Возеатн Аѕѕосіаісз, «Ниий-зреей Сотри те 
РеуКезь, Мех Үогк, 1950. По электромоделям см. Корн Г. н 
Корн Т., Электропные моделирующие устройства, М., 1955. 

5) Си, 15], т. Ш, и 116]. Прам. перев. 
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напряжения или тока, углового перемещения некоторого 
вала или упругой силы пружины. Устройство перераба- 
тывает эти входы в другие физические величикы —выходы— 
в соответствии со своей структурой, выбранной его про- 
ектировщиком так, чтобы процессы в модели характери- 
зовали определенные математические преобразования. Та- 
ким образом, входы устройства-модели представляют собой 
приспособления, считывающие различные физические вели- 
чины системы автоматического регулирования, а ее выходы 
служат управляющими сигналами, которые непосредственно 
поступают на индивидуальные регуляторы регулируемых 
переменных. 

В отличие от моделирующих устройств цифровая машина 
работает, как счетчик. Входные данные задачи задаются 
с помощью цифр; машина перерабатывает эти дапные в со- 
ответствин с арифметическими правилами или другой систе- 
мой правил, обусловляваемой существом задачи, решаемой 
в цифровом виде, и выражает окончательный результат 
в числовой форме. Этот принцип действия цифровой машины 
влечет за собой два очень важных следствия. Во-первых, 
конструкция устройства для ввода входных данных 
м выдачи выходных результатов, т. е. «преобразователей», 
должна быть приспособлена для осуществления надлежа- 
щего перевода операций, производимых машиной в соот- 
ветствии с задапной ей логиксй, в физические величины 
регулируемой системы и паоборот. Во-вторых, задача, под- 
лежащая решению, должна быть подготовлена в виде, при- 
годном для ввода ее в цифровую машину. В случае модели- 
рующего устройства такая задача, по существу, уже под- 
готовлена в силу самой структуры модели; в цифровой же 
машине конструкция определяется не какой-либо конкрет- 
ной задачей или классом задач, а системой логических опе- 
раций, в соответствии с которой машина и должна действо- 
вать при решении конкретной задачи. 

Сравнивая моделирующие устройства и цифровые ма- 
шины, как звенья в системах автоматического регулиро- 
вакия, мы заметим, прежде всего, что в простых прикладных 
задачах моделирующее устройство почти всегда оказывается 
менее сложным по сравнению с цифровой машиной, пред- 
назначенной для той же цели. Даже самая элементарная 
цифровая машина требует блоков выполнения арифмети- 
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ческих операций, ячеек памяти, регулирующих цепей 
и устройств для ввода входных данных и выдачи выходных 
данных. При решении простых задач этот набор приспособ- 
лений оказывается непроизводительно сложным. Наоборот, 
моделирующее устройство нет надобности делатьболее слож- 
ным, чем этого требует задача. В самом деле, как уже отме- 
чалось выше, корректирующий контур в простой следящей 
системе уже представляет собой такое моделирующее 
‘устройство. 

В задачах же, в которых вычислительные операции ока- 
зываются более сложными (как в задаче о наведении ракеты 
на цель, разобранной в этой главе), моделирующие устрой- 
ства утрачивают свои преимущества, и мы обнаруживаем 
здесь второе коренное различие между машинами двух типов. 
Моделирующее устройство, представляющее собой физи- 
ческую аналогик, рассматриваемой задачи, должно быть 
более сложпым для более сложных Моделируемых задач. 
Если модель механическая, то в нее приходится вводить все 
более и более длиппые цепи механических передач, фрикци- 
онных интеграторов и других узлов, соединяемых вместе; 
если модель электрическая, то приходится вводить все 
большее и большее число каскадов усиления. В случае 
механической модели неизбежные зазоры в передачах и со- 
членепиях, хотя и паходящиеся в пределах допусков в про- 
стых целях, будут с увеличением числа звеньев возрастать 
до такой степени, что в конце концов суммарный зазор 
или «игра» в машине превзойдег заметные значения выход- 
вой переменной и устройство станет бесполезным. В случае 
электрической модели подобным же образом будут накап- 
ливаться случайные электрические возмущения и шумы, 
всегда присутствующие в электрических цепях, величина 
которых в конце концов превзойдет полезный сигнал. 
Поскольку электрический шум гораздо менее вреден, чем 
зазоры в мехакических передачах, электрические модели 
можно делать более сложными по сравнению с их механи- 
ческими аналогами, но есть предел и для пих. Наоборот, 
цифровая машина совершеппно свободна от таких случайных 
явлений, как зазоры или шумы, и для пее не существует 
ограничений на степень сложности задач, которые такая 
машина может обработать. 

Третье важное различие между моделирующими устрой- 
20 Цянь-Сюх-Сэнь 
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ствамк и цифровыми машинами связано со степенью точности 
вычислений, заложенной в каждой из этих систем. Стенень 
точности моделирующего устройства ограничена стеленью 
точности выполцения преобразований над физическими ве- 
личинами и измерения этих величин и степепью точности, 
с которой физическая система описывается идеализирован- 
ными закопами. На практнке самая лучшая модель может 
достичь точности в 0,01%; многие модели имеют точност 
только в пределах 1—2%. Для некоторых приложений 
такая степень точности терпима, в Других случаях она не- 
достаточпа. Цифровая же машина в отличие от модели опе- 
рирует только с числами, и ее можно сделать сколь угодно 
точной. Для повышения точности мы должны лишь увели- 
чить число значащих цифр, вырабатываемых машиной для 
определения каждой из величин. Конечно, точность всей 
машины попрежнему ограничена точностью преобразсе 
вателей входных и выходных величии, но это замечание не 
изменяет того обстоятельства, что в задачах, требующих 
высокой точности, цифровая машина, предпочтительнее 
моделирующего устройства. 

Эти два вида вычислительных устройств различаются 
еще в одном отношении, четвертом по счету. Физическая 
модель работает, как говорят, в естествеином времени, 
Это означает, что модель пепрерывно вырабатывает решение 
задачи, которую опа решает, и что это решение в каждый 
момент времени соответствуст всем входным величинам, 
введенпым в модель до данного момента*). Что же касается 
цифровой машины, то она действует, отрабатывая и решая 
определенную программу, составленную в соответствии со 
счетпыми операциями задачи. Поэтому пифровая машина 
выдает результат вычислений лишь в виде последователь- 
ности ‘значений выходной величины в дискретные моменты 
времени; кроме того, поскольку продолжительность выцол- 
нения вычислепий в машине является хотя И малой, но 
конечной, выход запаздывает по отношению к входу. 
В связи с этим возпикаюг две задачи: задача интерполя- 
ции выходной величины в промежутках между дискрет- 


1) Существуют также молели, работающие в ускоренном темте, 
с многократным повторением решения. См. Гутенчахер Л.И. 
Электрические модели, М.--Л., 1950..-Ирим, ред. 
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ными моментами выдачи выхода и задача о предваревии 
(упреждении) значений выходной величины по ее предыду- 
щим значениям, с тем чтобы устранить ее запаздывание. 
Разумеется, если продолжительность выполнения вы- 
числений намного мепьше характеристического времени 
регулируемой системы, то вопросом о предваревии можно 
не заниматься и считать, что пифровая машина работает 
в естественном времени. Современные электронные цифро- 
вые машины, повидимому, обладают достаточным быстро- 
действием в этом смысле для использования их в рассматри- 
вавшихся выше задачах управления ракетами дальнего 
действия, Одпако в случае управляемых спарядов большой 
скорости влияние этого запаздызания необходимо должным 
образом учесть при разработке системы автоматического 
управления, 
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ПОДСЧЕТ (КОЭФФИЦИЕНТОВ В УРАВНЕНИЯХ ВОЗМУЩЕННОГО 
ДВИЖЕНИЯ 


Величины Е, би Н вледены с помошью уравнений (13.14); они 
зависят от параметров Х, А, Ав М. В силу определения элих пара- 
мотров равенствами (13.2) и (13.13) их можно записать в виде 


(13.45) 


где аэродинамические коэффициенты Су, Ср и См зависят от угда 
атана а, угловой координаты ү руля высоты, числа Маха М и числа 


Рейнольдса Ве, Эти аэроднпамннескне переменные непосредственцо 
выражаются через переменные полста: 
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Здесь а(’)—скорость звука в воздухе, р. (7) — коэффициент вязкости 
воздуха; сбе эти величины суть функции высоты г. В последующих 
вычислениях тяга 5 принимается зависящей только от высоты). Мы 
допускаем также, что состав атмосферы па каждой данной высоте не 
меняется по сравнению с составом стандартной атмосферы на этих же 
высотах; меняются лишъ плотность р и температура 7. Таким обра- 
зом, изменения величии а в к на каждой данной высоте обусловли- 
ваются колебаниями температуры Т. 
Для Х имеем 
и 05 
д" 
ду 
8 ^ 
Все остальные частные производные от Х равны пулю. Дифферен- 
цируя А, получаем 
9 4 (уд г аб» \ )+ } 
Ў + йг С, аке / 


14% ӘС, , Ве ӘС, ЕЯ 
Чиа 16 ӘМ г де) 
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дот УГ С; ӘМ С, де 
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1} Так как при постоянной скорости горения истечение газовой 
струн из сопла зависит только от противодавления в окрестности 
сопла, т. е, от атыосферного дазления, зависящего, по предположе» 
нию, только от высоты, — Прим. перев. 
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Частные производные от А найдутся с помошью предыдущих 
соотношений путем подстановки в них величины А вместо \ и вели- 
чивы Ср вместо Су. 

Дифференцируя №, получаем 


и | 1 (| Ке 0См\ 1 А См 


эг и Сы ёне) уза | (С вм. 
Ке См бы 
же н ли зу ни | 


м 9бы 1 да Ве дСы 1 а), 
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Су 9м Ре әр 
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ам _ дм 
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ГТ 


С помощью этих частных производных легко подсчитать козффи- 


циенты а, 6, су: 


де _ 0 0 д дһ д 
арар а ВА А уол 
И 
+( 
т 
ӘР 
а= 22-8 


(18.50) 


(18.51) 


Приложение к главе ХИ зи 


дһ 
бт” ) 


[> 0053—04 (р! 


0 1 23 дА 
о (9 оү. 
Є +0)]+2 [5 053—257 


64 ба, 908 
009) и ти. 
дан Ірад 93 
ату тз бена) 5 | 
Бён .1 
080—7 
о 3]. ам 
—2( ао 8. 
2( 7 18) | +2, 


(13.52) 


После выключения двигателя ляга 5 исчезает. Токим образом, 
при #> ; величина № и ее производные обращаются в нуль. 


Глава М 


СИНТЕЗ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
ПО ЗАДАННЫМ ТЕХНИЧЕСКИМ УСЛОВИЯМ 


В предыдущих главах мы рассматривали вопросы раз- 
работки систем автоматического регулирования главным 
образом с точки зрения их исследования. Это озпачает, 
что мы задавали прииципиальную схему системы и затем 
выясняли, насколько удовлетворительно эта система дей- 
ствует. В предыдущей главе мы в первый раз обратились 
к иному, более прямому подходу к задаче: сперва мы 
установили требуемое свойство системы, а затем поды- 
скали необходимую систему управления, обеспечивающую 
желаемое свойство. В настоящей главе мы обобщим этот 
подход на случай произвольных систем регулировакия, 
в которых желаемые критерии качества выражаются в виде 
некоторых интегралов от регулируемых переменных. Пове- 
дение системы, построеппой в соответствии с заданным 
хритерием, описывается уравнением весьма общего харак- 
тера, обычно нелинейным. 

Таким образом, система регулирования, созданпая ука- 
занным методом, обычно оказывается пелинейной. Однако 
здесь нелинейность вводится преднамеренно для получе- 
ния оптямальпых свойств лолпой системы. 

Математически принцип синтеза систем регулирования 
по заданным критериям можно описать следующим обра- 
зом. `В реғулируемую систему мы вводим одпу или ие- 
сколько дополнительных переменных. Эти дополнительные 
перемепные образованы искусственным путем, и поэтому 
законы их изменения ие определяются внутренними физи- 
ческими закономерностями системы регулирования. Усло- 
вия для определения дополнительных переменных мы на- 
ходим, налагая на всю систему требование, заключаю- 
щееся в том, чтобы последняя удовлетворяла заданным 
свойствам. Эти условия физически осуществляются с по- 


14.1. Критерии качества оштем автоматич. регувирования 313 


мощью вычислительного устройства, которым снабжается 
система. Этот припцип синтеза систем регулирования впер- 
вые предложили Боксенбом и Худ*). Изложение настоя- 
щей главы отчасти следует работе этих авторов. 


14.1. Критерии качества систем автоматического ре- 
гулирования. Если величина у служит выходом системы 
автоматического регулирования, то есть оскования ожи- 
дать, что мера качества отработки всей системы выра- 
жается интегралом по времепи от некоторой функции ў 
переменного у. Тогда критерий качества заклочается в 
том, чтобы этот интеграл принимал минимальное зпачепие 
или имел постояпиую величину, т. е. 


11 
{109 = сопы, или тіп, (14.1) 
о 


или, в частпости, 


Ра 


ў (0 — 0.Ў = сопзі или тіл 2), (14.2) 
? 


где ї; - момент окончапия переходного процесса, а и, — 
желаемый закон изменения переменной у. Выражение (14.9) 
измеряет ошибку по переменной у с помощью интеграла 
от квадрата отклонения на протяжении времени суще- 
ствования^этого отклонения и, таким образом, служит 
мерой среднеквадратичной ошибки переменной у по отно- 
шению к ее желаемому течению. Можно рассматривать 
и другой вид критерия качества системы, согласпо кото- 
рому продолжительность определенного процесса должна 
быть мипимальной или постоянной, т. е. 


и 
= сопѕі или тіп. (14.3) 


*) ВокѕепЬощ А. 8., Ноой К., МАСА ТЕ 1068 (1952). 
2) См. (13, 22, 72—74]. — Прих. перев. 
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Если исходить только из одного критерия типа (14.1), 
то мы найдем функцию { в виде } (у) = сопѕі. Этот ре- 
зультат закономерен, поскольку функцию [(у} обычно 
можно определить в виде постоянной, если другие пере- 
менные системы пе подчинены каким-либо дополнительным 
критериям. Однако другие переменные системы связаны 
обычно пекоторыми ограничениями. и условия, выража- 
ющие эти ограничения, ДОЛЖНЫ быть включепы в перво- 
начальный критерий, Так, например, один из возможных 
критериев можио записать в следующем виде 


т 


7 


при (14.4) 


Если, папример, у—угловая скорость двигателя, а 2— 
характеристическая температура газовой турбины двига- 
теля, то, в силу критерия (14.4), желательно спроектиро- 
вать такой регулятор, чтобы при определенном значении 
интеграла от функции температуры интеграл от квад- 
рата отклонения скорости имел наимепьшее значение. 
Этот критерий можно иєпользовать, например, в том 
случае, когда известно, что превышение темпергтуры 
допустимо в течение определенного промежутка времени, 
а на протяжении переходиого процесса желательно умень- 
шить до минимума среднеквадратичную ошибку по скорости. 
Тогда интеграл от фуикции 2 выражает полное количество 
тепла, поступившее на лопатки турбины. 

Как показывает общая теория, имеется возможность 
сочетать сколько угодно критериев типов (14.1)—{14.4) 
и построить соответствующую систему регулирования, ко- 
торая автоматически удовлетворяет всем этим критериям 
одновременно. 

Другая сторона этих критериев качества регулирования 
связана с определением верхних пределов интегралов в ле- 
вых частях равепств (14.1)—(14.4). Здесь возникает задача 
о выборе промежутка времени, в котором эти интегралы 
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должны гринимать минимальное значение или быть посто- 
янными. Целесообразно выбрать такой промежуток времени, 
на протяжепии которого существенные внешние возмущения 
сохраняют постоянные значения и в течение которого регу- 
лируемая система переходит от одного существенного режи- 
ма к другому. Существенными внешними возмущениями мы 
называем такие возмущения, которые система регулирова- 
ния не в состоянии немедлеппо компенсировать. Если в те- 
чение промежутка времени, соответствующего пределам 
интеграла, с помощью которого формулируется данный кри- 
терий, возникает существенное внешнее возмущение, то 
нельзя указать какой-либо физически осуществимой систе- 
мы, способной предвидеть это возмущение в том смысле, 
чтобы сработать надлежащим образом до возникновения 
возмущения. Существенным режимом системы мы называем 
‚любой се режим, характеризующийся только теми перемен- 
ными, которые должны быть непрерывными. В случае турбо- 
реактивного двигателя, в котором переходный процесс мо- 
жет описываться дифференциальным уравнением первого 
порядка, режим системы определяется угловой скоростью 
двигателя. Если при этом следует учитывать состояние систе- 
мы подачи топлива или если температура реагирует на изме- 
нения скорости ле мгновенно, то для описапия существен- 
ного режима двигателя необходимо задать как скорость, 
так и ускорение, что мы сейчас и рассмотрим. 

Система регулирования, получающаяся в результате 
применения любого метода синтеза, должпа быть физически 
осуществимой, причем это требование имеет две стороны. 
Во-первых, не исключепа возможиость задания критериев, 
или неосуществимых ни в какой системе, или несовмести- 
мых между собой. Если мы будем исходить из таких крите- 
риев, то неосуществимость системы проявится или в форме 
требования строить закон регулирования на основании буду- 
щих значений регулируемых переменных, или в невозмож- 
ности удовлетворить грапичпым условиям некоторого диф- 
ференциального уравнения. В большинстве случаев ясное 
понимание существа используемых критериев и характера 


регулируемой системы позволяет предотвратить подобпые 
< противоречия. 

Вторая сторона требования физической осуществи- 
мости имеет чисто математический характер. Ставится зада- 


316 гл. ХГУ. Синтез систем автоматического регулирования 


ча описать регулятор или систему регулирования (т. е. 
лолучить дифференциальное уравнение), удовлетворяющие 
заданному критерию качества регулирования и всем необ- 
ходимым граничпым условиям, которыс обнаруживаются 
при выводе соответствующего дифференциального уравне- 
ния, Хотя математическое решение задачи может быть 
связано с дифференцированием яли интегрированием этого 
дифференциального уравнения, физическое решение тре- 
бует, чтобы это дифференциальпое уравнение само удо- 
влетворяло граничным условиям и, стало быть, чтобы его 
решение не включало неопределенных лостоянных икте- 
трирования. Таким образом, такие выражения, как 


у= с 


не обязательно равпосильны как выражения, описывающие 
некоторую часть системы регулирования, ибо эти выражения 
отличаются па неопределепную постоянную иптегрировапия. 
В линейных устойчивых системах влияние этой постоянной 
становится препебрежимо малым, по в общем случае пели 
нейных систем, рассматриваемых здесь, эту постоянную необ- 
ходимо учитывать. 


14. 2. Задача обеспечения устойчивости, Требование 
устойчивости выражает тот специфический критерий, ко- 
торый не учитывается в расчете основной системы регули- 
ровання, коль скоро речь идет о качестве переходпых про- 
пессод. Здесь мы встречаемся с тем же положением, которое 
имело место в последней главе, где требование устойчи- 
вости также не учитывалось в силу того обстоятельства, 
что некоторые слециальные условия, наложенные на пол- 
ную систему, уже обеспечивали ес удовлетворительное 
функционирование. Однако обычно оказывается необхо- 
димым добавл лять к системе рег. 'улирования стабилизиру ющее 
устройство, которое не вступает в действие до окончапия 
переходного процесса. Поэтому такое стабилизирующее 
устройство пе булет влиять на способность системы отве- 
чать остальным критериям, на основании которых ве 


14.8. Общая теория для систем первого порядка 1? 


проектируют. Это устройство можно описать следующим 
образом: в системе первого порядка, если 


ГАИ 

то (14.5) 
у= 0. 

В системе второго порядка, если 


5= 0 
то 


(14.6) 


5=0 н у 


При подключении к системе регулировапия этого ста- 
билизирующего устройства система приобретает способ- 
ность работать в двух различных режимах; такая система 
принадлежит поэтому к классу систем, работающих по 
нескольким законам управления (см, п. 10.9). Во время 
переходиого процесса действует главная система регулиро- 
вапия, обеспечивающая заданное качество этого пере- 
ходпого процесса. В копце переходного процесса управле- 
ние переключается на вторую систему, характеризуемую 
условиями (14.5} или (14.6) и предназначенную для обес- 
печения устойчивости системы по завершении переходного 
процесса, т. е. для предотвращения ухода системы от 
заданного ей режима 1). 


14.3. „Общая теория для систем первого порядка. 
Исходя -иё критериев качества регулирования, описываемых 
состпошениями (14.1) — (14.4), мы можем получить уравне- 
ння, характеризующие систему регулирования, следующим 
образом: если в рассматриваемом перечне критериев один 
из интегралов должен принимать минимальное значение 
при условии, что другие интегралы должны быть постояц- 
ными, то, как известно из вариациопного исчисления, 


1) В системах, приближающихся к установиешемуся режиму асихп- 
тотически, обычно пох моментом окончавия переходного процесса пони- 
мают момент, когда система подойдет к заданому состоянию до- 
`статочно близко, т. є. когла все непрерывные координаты снезсмы будут 
близки к установиншимся значениям. — Прим. перев. 
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достаточно потребовать, чтобы 
д а ц 


(лач, {иие ан, 
0 5 5 


а 
@ =: тіп 


== 


или 
р 


{ло +0 иа +0] тіл, (4.7) 


Величины А, \, \ представляют собой неопределенпые 
параметры, служащие параметрами настройки системы 
регулирования; их конкретные зпачения определяются вы- 
бором постоянных, которым должны равняться упомянутые 
выше интегралы. Метод ^-множителей широко используется 
в задачах такого тила, когда разыскиваются условия ми- 
нимума при определенных связях. В самом деле, задача 
далеко не всегда выражается в иптегральной форме; такой 
метод применим к любому функциональпому или диффе- 
ренциальному соотношению между переменными !). 

Уравнению (14.7) можо придать весьма общий харак- 
тер, если включить в него все мыслимые ограничения, 
Если в дальшейшем какой-либо из рассматриваемых кри- 
териев не используется, то в окончательных уравнениях 
соответствующий множитель Х полагают равным пулю. 
В тех случаях, когда значение какой-либо из постоянных, 
которой должен равняться один из интегралов, выража- 
ющий тот или иной критерий, равно нулю, соответству- 
ющий множитель \ —» ос. 

Если регулируемая система является системой первого 
порядка с ‘постояипыми параметрами м обладает одной 
существенной выходной координатой у, то между пере- 


менными у и 2 должна существовать связь вида 2 = 2 (у, 0). 
В этих условиях уравнение (14.7) в общем случае лри- 
нимаег вид 


1 


{Ро 0 = ют, (14.8) 


о, 


1) Гапс2оѕ С., Тһе Уагіаіїопа! Ргілсіріеѕ ої Месһапісѕ, 
Тогопіо, 1946. 
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где Ё — пепрерывная функция переменных у и у, ау — не- 
прерывная функция времени #, Отметим, что функция Р. 
не зависит от времени і В явпом виде. 

Будем рассматривать 3 (/) как решение, т. е. пусть 
(0) является одной из выходных функций среди всех 


у= Р) 


—— (479% 


Фиг. 118 


допустимых выходных функций, удовлетворяющих усло- 
вию (14.8). Для нахождения џ (1) построим решекие # (#) 4- 
+ =6у (0). близкое к данному. Функция Ву (1) является про- 
извольной, а в— малый параметр. Гели функция #(Ё) 
Удовлетворяет условию (14.8), то 


а 


ЕЗ { гони чай а] „= 


или 


1р ИТ 
{ Зем ЗР РО) А, (14.9) 
? 


8 у 


Вариация &, входит в это равенство благодаря тому; 
что верхний предел интеграла в левой части равенства 
(14.8) не фиксирован, а лежит на кривой у= (0) 
(фиг. 118) !). Это обстоятельство позволяет перемещать гра- 
ничные условия задачи от значений, соответствующих 


2) То есть рассматривается так называемая вариационная задача 
с подвижными концами [75]. — Прим. перев. 
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одному режиму системы, к значениям, соответствующем 
другому ее режиму, что уже отмечалось выше. Выполнив 
в левой части (14.9) интегрирование по частям, получим 


ты 


06) 


вин 


0. 


00) — а СЛОЕ ХСА 


Соотношение между величинами ду (й) н 8, легко найти 
с помощью условия на колце, т. е. с помощью условия 


Гы, 


Далее, исключая вариацию &у(1,) и учитывая, что вариа- 
ция 8 принимает произвольные значения, приходим к ра- 
венствам 


=0 (14,10) 


и 


вен) Гаво 4 


ара 


0000) = 0. (14.11) 


За промежуток времени, на протяжении которого 
должен выполняться критерий (14.8), мы принимаем про- 
должительность перехода системы от одпого существенного 
режима к другому, что в данном случае характеризуется 
переходом от одного определенного значения у к другому 
определенному значению у. Таким образом, конечная часть 
кривой у=}(1) должна представлять собой прямую линию 
при / (0) = сопѕі, откуда следует, что 


59 (0) =0, } 
Р0)=0. 


Следовательно, уравнения (14.10) и (14.11) припимают 
ВИД 


(14.12) 


дЕ а [дЕ 
Фр а (=) (14.13) 
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9 


киа 


дЕ 
„ если (2) — колечная величина, 
о 


дула ду 


(14.14) 


Так как 64 (0) = 0, то уравнение (14.13) не обязательно 
должно удовлетворяться при / = 0. Единственные условия, 
которые должны выполцяться в момент # == 0, заключаются 


в том, чтобы производная (ЭЁ/ду), была копечной вели- 
чиной, а функция у была пепрерывпой. В момент пачала 


нового переходного процесса фупкции и, Р, 9Е/ду и дЕ ду 
должны претерпеваль разрыв, в то время как в других 


точках (0=:7..1,) производная ОҒР/ду дет, в силу 
уравнения (14.13), непрерывной. 

Уравпение (14.13) представляет собой лифференциаль- 
ное уравнение отиосртельно функции у (7), удовлетворяю- 
щес исходному критерию (14.8). Это так называемое диф- 
ференциальпос уравнепие Эйлера — Лагранжа нашей ва- 
риационной задачи. 

В задаче, которую мы здесь рассматриваем, функция 
Е не зависит явно от времепи Ё. Поэтому мы можем 
сразу же пайги первый интеграл этого уравнелия. Пер- 
вый интеграл уравнения (14.13), удовлетворяющий усло- 
вию (14.14) па конце, имеет вид 


ай 
Р. 0) = 0. 


} (14.15) 
Р] 


Дифференцируя по 4 обе части этого равенства, получим 


Коль скоро функции у, ЭР/ду и т. д. пепреривны, из по- 
следнего соотпошения следует, что 


ГӘР 4 (два 
[я (| Е: 


21 Цянь-Сюэ-Сөнь 
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Следовательно, 0, или функция р (й) удовлетво- 
ряет уравнению (14.13). Но во время лереходного про- 


цесса у, в общем спучас, пе исчезает”). Поэтому вме- 
сто двух условий (14.13) в (14.14), наложенных ва 
функцию (0), мы получаем едииствениое уравпение 
(14.15). 

Таким образом, уравнение (14.15) описывает ту физи- 
чески осуществимую систему, свойства которой автома- 
тически и одновременно удовлстворяют всем критериям, 
учтенных при образовании функции С, и при этом на 
протяжении того промежутка времени, па котором вненние 
возмущения постоянны, а система персходиг от одного 
режима к другому. 

В конце переходного процесса, когла перемепная 
у устанавливается в соответствия с заданным режимом, 
пеобходимо включать стабилизирующее устройство систе- 
мы. Действне этого устройства в идеальном случае 
описывается соотношениями (14.5). 


14.4. Приложение общей теории к задаче о регулиро- 
вании турбореактивного двигателя, В условиях, па кото- 
рыс обычно расечитывается регулирующая аппаратура 
турбореакливиого двигателя, регулирусмой величиной слу- 
жит угловая скорость м двигателя, определяющая его 
существенпый режим, подлежащий стабилизации или изме- 
нению „в соответствии с известными требованиями. В ре- 
зультате олределяются и другие характеристики двига- 
теля; как, например, характеристика тяги. На работу 
двигателя налагаются пекоторые условия, ограничивающие 
избытки по скорости, по температуре, по давлению на 
выходе из компрессора н по факелу пламени. Обозначим 
через №, заданную угловую скоробть двигателя, через 
Т - температуру смеси на входе турбины и через Р — дап- 
ление воздуха па выходе из компрессора. Тогда критерии 
качества работы этого двигателя можно выразить с по- 


1) Не исчезает тожлественно, т. е. пи на каком силошном 
отрезке сси времени, — Прим. перев. 
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мощыо следующих интегралов: 


И-М критерий качества рет 
рования скорости, 


Р(№) а критерий допустимого перс- 
регулирования по скорости, 


Һ(Т) критерий допустимых откло- 
нений температуры вверх 
и вниз от установившегося 
значення, 


еш еши о 


У 014.16) 


ЁР - а 0%] @ критерий допустимых откло- 
с. нений выходного давления 
компрессора, 


БІР (МЕ — критерий допустимых коле- 
баний факела пламени 


& критерий, определяющий бы- 
строту разгона двигателя. 


Характер этих’ подинтегральных функций изображен 
на фиг. 119. Величина Р— (№) равиа избытку давления 
на выходе из компрессора над его безопасным значением, 
причем 8 (М№)—давление на выходе из компрессора—для 
каждого зпачения скорости меньше давления, при кото- 
ром начинается помпаж, на вслитину, определяемую из 
соображений безопасности. Подоблым же образом можно 
определить давление Л(№) по отношению к размерам 
факела. Под временем разгона понимается промежуток 
времени, требующийся для перевода системы из одного 
состояпия в другое, 

Пользуясь описанием турборсактивного двигателя, при- 
веденным в п. 5.6, выпищем линеаризованные уравнения 


21* 


324 Гл. Х/У. Синтез систем автоматического регулирования 


двигателя в виде 


Т=ам- см 
г (14.17) 
РЕМ, 
дом о 
0 м- №: 0 гати м 
Вт) 1.[Р-9 (М7 
17 0 „ Т 0 Р-9(м) 
ЫР-ВСМ)1 90%) вм} 
0 РЫым) 0 м 0 м 
Фиг. 19 


где т — постоянная времени двигателя. Подставив эти 
соотношения в иптегралы (14.16), мы увидим, что все эти 
интегралы нмеют вид 

В 2 

м, а, 


? 
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где }— непрерывная функция переменных Ми №, а У — не- 
прерывиая фуикция от #. 


14.5. Регулирование скорости при ограничениях на 
колебания температуры. Гсли считать, что в нашей за- 
даче важпо только рассогласование системы по скорости, 
то критерий качества системы принимает вид, 


іу 
МА А) = тіп. 


Тогда уравнение (14.15), определяющее закоп регулиро- 
вания, сводится к простому уравнению 


Һе) 0. 


Следовательно, в силу свойств функции Ё, У -=М.. Этот 
результат озпачает, что при отсутствии других критериев 
качества работы двигателя программа регулировапия 
должна обеспечивать тождественное уничтожепие ошибки 
по скорости, что могло бы быть физически осуществимо 
лишь при допущении неограпиченно болыпих температур. 
Однако этот результат не соответствует выводам, сделан- 
пым ранес из уравнения (14.15), в том отиошении, что № 
не является разрывной функцией времени. Этот пример 
служит лишь тривиальпым частлым случаем общей задачи. 
Но полученное решение ‘указывает на то, что для полу- 
чения физически представимой системы необходимо, чтобы 
критерий, подобпый указанному, сопровождался некото- 
рым дополнительным критерием. 

Поэтому ‘рассмотрим задачу регулирования скорости 
совместно с условием ограничения колебаний температуры, 
выражаемым уравнением 

р 
ОА) Т) тіз, (14.18) 
ў 
Следовательно, Р =}, (№ А,) + А, (Т). Пользуясь урав- 
нениями (14.17), мы приведем уравнение (14.15) к виду 


ҺО), (Т) аА, (Т). (14.19) 
Таково уравнение закона регулирования во время пере- 
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ходного процесса. В конце этого процесса включается 
идеальное стабилизирующее устройство, так что, коль 
скоро 
І 14.20 
то Е 
М=0. 20 


Соотношения (14.19) и (14.20) описывают систему регу- 
лирования всю в совокупности. Имея этот результат, 
мы можем представить себе, что вычислительное устрой- 
ство воспринимает данные от приборов, измеряющих Аи Т, 
использует запоминаемые данные А, а и т, умеет преобра- 
зовывать пходные данные в соответствии с соотпошением, 
связывающим расход топлива с величинами № и 7, 
и в итоге вырабатывает сигнал, определяющий падлежа- 
щий расход топлива, в согласии с соотпошением (14.19) 
Тогда, пезадолго до того, как величина № достигиет зпа- 
чения №., включается стабилизирующее устройство, так что 
в конце переходного процесса будет удовлетворяться 
условие (14.20) 1). В общем случае уравпение (14.19) про- 
граммы регулировация нелинейно и вычислительное устрой- 
ство не может быть линейным, например простой цепью 
типа АС. 

В качестве примера целесообразно задать (ТГ) = 
= (Г - 2, при Т2, н АТ) = Р)" при Р А. 
В общем случае показатель п степени должен превосхо- 
дить единицу, ибо при и < 1 величина Т может обра- 
титься в бесконечность и притом таким образом, что 
функция № стаповитея разрывиой и физически нереальпой, 
даже если интеграл 


х а 


\ Га 


1) В технике широко применяется несравненно более грубый 
способ ограничения различных переменных параметров, основанный на 
использованки ограпиҷителей (предельных регуляторов) по регуля- 
руемым величинам (скорости, давлению, температуре и т, п.); огра- 
ничители включаются каждый раз, когда данная величина достигает 
значения, ла которос насгроен предельный регулятор к которое пре 
дельно допустимо по техническим условиям. — Прим. перев. 
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ограничен. Пусть в пашем примере й = 2 и, кроме того, 
ҺО А) = (М У). Поэтому мы вповь примем за. меру 
ошибки системы среднеквадратичное отклонение регули 
руемой перемсипой от ес заданного значения. Тогда, на 
основании равенства (14.19), 


{у 


(14.21) 


[Двигатель 
Чидференци 
рующев, 
устройство 


`Ланвяяая цепь 


ноофтициентот Гтаезоў 
Убиления 


льное 
ство 


Вычислщ 
устр; 


где в случао ускоренного вращения, т. е. при № < М,, 


ьо н Е=А,, (14.22) 


В случае” замедленного вращения, т. е. при М>М,, 


А40 в Д=Д. (14.23) 


Блок-схема соответствующей системы автоматического 
регулирования изображена на фиг. 120. Здесь У, означает 
истинную углозую скорость двигателя, причем мы рас- 
сматриваем случай замедленного вращения, когда № > М... 
Во время переходного процесса разность № №, остается 
положительной, ключ между вычислительным устройством 
и регулятором двигателя замкнут, и действисы регулятора. 
управляет сигнал, вырабатываемый этим устройством, 
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Сигнал, снимаемый с вычислительного устройства, опре- 


деляет величину ат в соответствии с программой регу- 
лирования, выражасмой соотношением (14.21). На фиг. 120 
этот сигнал схематически изображен в виде прямоуголъ- 
ного треугольника. Регулятор и исполнительный привод 
двигателя выполнены таким образом, что двигатель до- 
статочно точно отрабатывает сигнал от вычислительного 
устройства. Это достигается за счет цепи с высоким 
коэффициентом усиления, показанной на фиг. 120. Когда 
же рассогласование №, — №, по скорости падает до очень 
небольшой величины, вычислительное устройство отклю- 
чается от регулятора. Тогда устойчивость по отношению 
к заданцой угловой скорости №, полной системы обеспе- 
чивается стабилизирующими свойствами регулирующей, 
цепи двигателя, и система существенно удовлетворяет 
условию (14.20). 

Система регулирования содержит один параметр на- 
стройки — параметр 1. При любом значении \ эта си- 
стема будет обеспечивать минимальное значение интеграла 
от квадрата ошибки по скорости, соответствующее вели- 
чине интеграла от перерегулировапия по температуре, 
Величипа этого иптеграла определяется значсннем пара» 
метра \. Рассмотрим частный случай, для которого а? 1, 
т. е. разгон или замедление двигателя в проиессе изме» 
нения скорости до ее значений, отвечающих границам 
допустимого колебания температуры, происходит согласна 
уравнению (14.17). Интереско отметить, что в этом част- 
ном случае, как следует из закона регулирования (14.21), 


№=0 при №= Поэтому здесь не возникает надобно» 
сти в отдельном стабилизирующем устройстве, и ключ, 
изображенный в схеме системы автоматического регули- 
ровакия ка фиг. 14.3, можно удалить. В данном случае 
уравнение (14.21) становится линейным и записывается 
в виде 


Е(2— ам) = ат, (14.24) 
где 


(14.25) 
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Теперь уже легко подсчитать необходимые интегралы. 
Например, интеграл от температуры вычисляется следую- 
щим образом: 

а р Й 
{т-а ў (аМ 1. Му 
0 0 


тте ахуа = 
М5 

Ра = а(Е 1) (м, - м) 
№ 


а 
14 о ДЕН (14.26) 


где №, — угловая скорость двигателя в начале переход- 
ного процесса. Подобным же образом интєграл от угло- 
вой скорости имеет вид 


га 


О Уа-а (14.27) 


га 
и, если Гах есть наибольшая температура, 
ЕЕ (14.28) 
С помощью равенства (14.24) найдем 


аб, — №) атай 
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и, следовательно, характериетическое время т* регули- 
руемого переходного процесса определяется отношением 
(14.29) 


т 
ЕЗ 


т 


Последние соотношения выражены в безразмерной форме. 
Наибольшая температура Тах достигается в начале пере- 
ходного процесса. 

При Е=! (= ос) переходный процесс по темпера- 
туре протекает без персрегулирования в соответствии 
с нашим прежним замечанием о том, что при Х—> оо 
постоянная, которой равеп данный иитеграл, сводится 
к пулю. Имеграл от угловой скорости равен 0,5, а <* = 
С’ ростом Ё (т. с. с убывапием 3) величина интеграла 
от температуры и наибольшая температура возрастают, 
в то время как величина интеграла от угловой скорости 
и постоянная времени убывают. В качестве компромиссного 
значеция параметра Е можно выбрать 8, что соответ- 
ствуст =1. Коль скоро величина Ё или \ выбрана, 
тем самым установлена конкретная программа операций, 
осуществляемых  вычислительтым устройством. С этого 
момента можно приступать к проектированию системы. 

В общем случае, отвечаклисм уравнению (14,21), под- 
счет значений интегралов связап с песколько более гро- 
моздкими прсобразовапиями, но методика расчета системы 
регулирования остается такой же. Боксенбому и Худу 
удалось получить решение уравнения (14.26), т. е. пайти № 
в функции времени #/. Однако в связи с этим следует 
подчеркнуть, что для расчета системы регулирования 
не обязательно находить такое решение в явной форме. 
Все данные, необходимые для разработка этой системы, 
заложены в самом уравнении (14.24), так как это урав- 
нение определяет копструкцию вычислительпого устрой- 
ства. Если это устройство системы регулирования дей- 
ствует в соответствии с данным уравненисм, то тем самым 
обеспечено требуемое качество регулирования. Форма же 
изменения переменной № во времепи, таким образом, 
не имеет значения. Отсюда следует, что излагаемый здесь 
метод проектирования заключается в «просктировавии» 
самого нелинейного уравнения, определяющего закон 
изменения регулируемой величины, а пе в том, чтобы вести 
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проектировапие, исходя из решения уравнения, с помощью 
которого мы условились характеризовать качество системы, 


14.6. Системы второго порядка с двумя степенями 
свободы. В случае системы второго порядка с двумя сте- 
пепями свободы и с постоянными коэффициснтами урав" 
нение (14.8) принимает вид 


А 
{Р 25, 9 = тіп, (14.30) 
8 


где у и 2 суть выходные величины, являющиеся пезави- 
симымя функциями времени. Уравпепие (14.30) удовле- 


творяется при условии, что 
Е 6 А 
ри (учу. 9 : «20,040, 
р . ае 7а б (14.31) 
2-дә, 2:82, 2-1. 02) Й =0 | 
при == 0.] 


Промежуток времени, по которому берстся интеграл (14.30), 
начинается со вполие определенного момента (# = 0). но 
оканчивается пе в какой-либо определеняый момент, 
а в момент времени, соотретствующий кривым у = һе), 
у зед. и 20,00). Вариации ђу и 02 являются 
произвольными функциями времени, разумеется, независи- 
мыми одна от другой. 

Выполнив преобразования, указашые в Левой части 
равенства (14.31), получим 


й 
ӘР у у Еу ӘР 
0 [вр = 


а 


4+2 5-Е 2 аъға)ы, 
д2 дг 


Проинтегрировав по частям, будем иметь 


| 
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500-4 2) ее 
наи ит) м], + 


а, дЕ ағу та 
ФР) Е 22 0 ао м 80. (11.32) 


Как н выше, подинтегральпые выражения и члены, соот- 
ветствующие условиям на концах, должны уничтожаться 
по отдельности. В силу принятых условий на копцах 
мы имеем 


ве) =) ур, ) 
Ве) = АЦ На, | 
у= 110) 00р, | 
за) = Па) РА. ) 
Три условия из равенства (14.32) представляют собой 
два уравнения Эйлера —— Лаграпжа 
6. Ф: Ор 


дка бөк. й (92 014.34) 
аах) + „= 0 


(14.33) 


которые - должны удовлетворяться одновременно, и соот- 
ношение 


у 
28е] «Е 20%). 
+85: 79 ‚чае -4 е ы 


СХ „7991-4 2 в) Еке 
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НО (но [ао 
Ў Ў 


(14.35) 


Система (14.34) представляет собой систему двух урав- 
нений Эйлера— Лагранжа, соответствующих исходному кри- 
терию (14.30). Физическое решение задачи должно удовлет- 
ворять системе (14.34) и, кроме того, условиям на копцах, 
выражаемым соотношением (14.35). Однако, поскольку 
функция Ё не зависит оті явным образом, эти условия можно 
видоизменить: ЩИ умножив обе части первого из урав- 


нений (14.34) на у, а обе части второго на 2 и сложив 
результаты, мы получим выражение полиой производной 
и после интегрирования придем к соотношению 


=; 


аг др 
р -#- 


г 


Так как ЁҒ есть функдия от Р И у, то маловероятно, 
чтобы производпые ӦЕЈду и Руд обращались в пуль или 


производная ОР/ду сводилась к постоянной по отношению 
ко времеви. Поэтому разность 


дЕ й 2) 
брао 


не равна нулю. Следовательно, есть основание считать, 
что в соотношении (14.35) 


84 (0) = 84 (0) = (0) = 1 (6) = 0. 
Подобное же рассуждение применимо и к переменной 2. 
Таким образом, есть оспования ввести следующую систему 
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траничных условий; 
4000) =0, (0) =0 


8000) =0, (0) =0 
0, 0101)-0, | 


82(0)=0, 850) =0. ) 


Эти граничные условия являются также условиями, соот- 
ветствующими фиксированным начальным и конечным 


значениям переменных у, у, 2 и 2, но при переменной 
продолжительности #, персходного процесса. Прикимая 
во внимапие условия (14.37), мы установим с помощью 
соотношения (14.35), что постоянная С в правой части 
(14.36) должна быть равна нулю. Окончательное рещение 
задачи об обеспечении качества регулирования, соответ- 
ствующего условию (14.30), определяется уравнеписм 


(14.37) 


а рдЕ дЕ Са 
уж е си = =0 

Уп (5) РЯ ) 5 

(14.38) 
И ОДНИМ из ее. двух уразпепий: 
ғ \ де 
я 26 | Є -)-0 

(14.39) 


ра = ак а ае ч 
О 
Е д2 


Уравиения (14.38) и (14.39) образуют поэтому систему 
двух уравнений относительно двух неизвестных у и 2. 
Ови сйужат уравнениями для закопа регулирования 
и уравнениями, определяющими действие вычислительного 
устройства. 

Условия (14.37) на коицах характеризуют исходные 
критерии на протяжении времени перехода системы от од- 
ного существениого режнма к другому. Таким образом, 
коль скоро соблюдаются условия (14.37), система пере- 
ходит от состояния, определяемого одним сочетанием 


величин уу 2 н 2, к состоянию, определяемому другим 
сочетанием этих величин. Уравнение (14.38) имеет третий 
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порядок, а уравнение (14. 39) — четвертый, порядок. По- 
этому, помимо четырех пачалыых зпаҷений переменных у, 


ў, 2, 2, мы имсем еще возможность задать три зпачения 


функций ГА 2, 2, соответствующих значению у в конце 


процесса, т. е. задать значения у = 0, 2=2, н2= 0 при у =у.. 
При этом все же необходимо дополнить систему стабили- 
зирующим устройством для того, чтобы, начиная с момента 
окончания переходного процесса, стабилизировать значения 


у=0 и 2= 0. 
Мы видим, таким образом, что, хотя исследование расемо- 
трениой системы носит более сложный характер по срав- 
пению с исследованием системы первого порядка, прове- 


деиным в предыдущих разделах, к системе второго порядка 
все же полностью примепима та же общая методика. 


14.7. Задача регулирования с дополнительным усло- 
вием, оОписываемым посредством лифференциального 
уравнения. Пусть и-. существенная регулируемая пере- 
менцая, а 2 — переменлая, которую мы вводим в систему 
для обеспечения требусмого качества регулирования 
по переменной у 1). Тогда динамика системы, определяе- 
мая ес физическими свойствами, доставляет одно соотно- 
шенне между у и 2. Это соотношение обычно выражается 
в виде нелинейного дифференциальтого уравпения, напри- 
мер уравиепия второго порядка 


пра 5 но. (14.40) 


Требования к качеству переходного процесса задаются, 
например, посредством условия 
я 
{ Г) = тіп. (14.41) 
[0 
Примером условия такого рода служит интеграл 
в левой части (14.2), характеризующий ошибку системы. 


3) Например, 9-— угловая скорость двигателя, а г — координата 
„ дозирующей поступление топлива в камеры горения. —Прим. 
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Задача состоит в нахождении уравнения такого закон 
регулирования, который удовлетворял бы как уравнени 
(14.40), так и условию (14.41). 

Математическая задача в этом случае приводите 
к варнацирнной задаче, в которой дифференциально 
уравнение служит дополнительным условием. Эту задач 
можно также решить с помощью метода введения мне 
жителя Эйлера — Лагранжа 3.(01, т. е. нотребовате 
чтобы 

1 


{ла 2 2 2 ает (14.4 
5 


при 
=) НО р 25 50). (4 


Единственная новая особенлость задачи состоит в поят 
лений множителя 02), зависящего от времени. Задаче 
характеризуемая соотношением (14.42), в точности совпг 
дает с задачей, характеризуемой условием (14.30). Гк 
этому можно использовать все уравнения, полученные в пре 
дыдущем разделе. Однако теперь мы встречаемся уже с тр. 
мя переменными: у, 2и}. Для ихопределения мы располага 
тремя уравчениями: (14.34), (14.40) и уравнением (14.3; 
определяющим функцию Ё. Уравнсиис (14.40) выражає 
свойства, присущие самой физической системе, и поэгом 
ему. система регулирования удовлетворяет автоматическь 
Но’чтобы удовлетворить уравнению (14.34), необходим: 
искусственные меры. Следовательно, оспова действия вь 

` мислительного устройства системы регулирования должн 
определяться системой этих двух уравкепий. Вычислителе 
ное устройство, при его надлежащем выполнении, воспру 
нимает значепия существеппого выхода 0, перерабатывае 
их и затем вырабатывает непрерывный сигнал, управляю 
щий величиной 2. Этот сигнал по 2 подается на вход объект 
регулирования и выпуждает систе: вести себя в соответ 
ствии с условием (14.41). 


См., например, Во іза О., Уопезитцей вфог УанаНолзгеднать 
тл. И, 1809 
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14. 8. Сравнение различных принципов построения систем 
автоматического регулирования. В предыдущей и настояшей 
главах мы рассматривали методы снитеза систем автомати- 
ческого регулированяя при задании соперпенно жестких 
требований качества регулирования. Метод. развитый в пре- 
дыдущей тлаве и осповаптый па теорни возмущений. приме- 
пим к линейным системам с переменными параметрами. 
Метод, изложенный в настоящей главе, является даже еще 
более общим в лом отношении, что сам объект регулирования 
можег быть и ислипейпым. В таких системах общего вида 
эти повые методы служат единственным средством, когорым 
мы располагаем для синтеза системы автомал ического регу 
лирования, Получаемые же в результате сложные регули- 
рующие цепи, содержащие электромехапические вычисли- 
тельлые устройства, являются, повидимому, едипствепиым 
логическим решением задачи, Однако методы, развитые в этих 
двух главах, в равной мере примепимы к более простым 
физическим системам, рассмотреппым в первых главах, 
т, е, к липейцым сислемам с постоянными коэффипиеигами. 
Таким образом, в ошотении этих более простыч систем 
у пас есть две различиые общие методиви решения задачи 
0б автоматическом регулировании. Сравпение двух соог- 
ветствующих принципов построения систем авгомагического 
регулирования приводит к поучительпым выводам. 

В гл. \ мы разобрали задачу о регулировании двига- 
теля с точки зрепия обычных принципов следящих систем. 
В настоящей злане мы рассмотрели почаи ту же задачу е по: 
мощью нового метода спитеза по заранее заданным ьритери- 
ям качества. Одип вывод обпаружилается єразү: сисгема 
регулирования, разработанная по старым методам, является 
липейной, и звенья регупирующей цепи могут сводиться 
к простым контурам типа АС. между тем ках система регули- 
ровапия, построенная с помощью новых методот, м яется 
нелинейной п существенным звеном в цепи рсгулирования 
служит вычислительное устройство, которое даже в его про- 
стейтей форме оказывается памного сложнее қонгура типа 
РС. Но эго усложнение вводится пе без выгоды: хогя 
система регулировапия, осповапиая на принципах обычпых 
следящих систем, и может быть вполне удовлелворительной 
по своим качествам, система регулирования, основанная на 
применении нелинейного вычислительного устройства, обес- 


22 цан, Сюз-Сзғь 
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печивает оптимальное качество регулирования-—никакая 
другая система не может лучше отвечать тем же самым 
техническим условиям, предъявленным к качеству си- 
стемы. Вместе с тем это сравпенне имеет смысл лишь при 
условии, что нам в точности известны требования к каче- 
ству регулирования. Например, если мы не знаем точно 
величины интеграла от температуры в условии (14.18), 
то мы вообще пе в состоянии применить метод, изложенный 
в настоящей главе. С другой стороны, для синтеза удовлетво- 
рительной системы регулирования, если исходить из старых 
принципов в теории следящих систем, не требуется задания 
столь жестко определенных технических условий. 

Разумеется, требование строгого соответствия системы 
режиму лучшего качества регулирования должно прийти 
после того, как достигнуто понимание существа оптималь- 
ного качества процессов в системе. Поэтому, когда мы стре- 
мимся к созданию оптимальной системы регулирования, 
мы, естественно, должны располагать дапными для строгого 
определения критериев, из которых следует исходить при 
синтезе системы. С этой точки зрения изложенпые 
в последних главах новые принципы сиптеза систем регули- 
рования по заданным техническим условиям безусловно 
являются шагом вперед по сравнению с принципами обычной 
теории следящих систем; новые принципы приводят к систе- 
мам регулирования повышенного качества, Следуег, ко- 
нечно, ожидать, что эти системы повышенного качества 
будут и более сложными по своей структуре. 


Глава ХУ 


ЭКСТРЕМАЛЬНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ 


В предшествующих главах мы рассматривали принципы 
синтеза систем автоматического регулирования в порядке 
возрастающей степепи общности и трудпости. Однако все 
изложение строилось на одном основном предположении: 
свойства и характеристики объекта регулирования всегда 
считались известными. Когда мы имеем дело с обычными 
линейными следящими системами, передаточные фуикции 
регулирующих устройств и других звеньев задаются до 
выполнения синтеза. Что касается лицейных систем с пере- 
менными коэффициентами, томы рассмотрели их на примере 
системы наведения ракеты дальпего действия. В этой задаче 
Динамические и аэродинамические свойства ракеты были 
определены до пачала сиптеза регулирующих устройств, 
В общей задаче о синтезе систем автоматического регули- 
рования по заданным наперед техническим условиям, разоб- 
ранной в предыдущей главе, реакция системы на вариации 
регулирующих входпых воздействий также являлась опре- 
деленной. Таким образом, синтез системы регулирования 
основан на знании этих свойств системы. Обратная же связь 
служит лини для персдачи данных о состоянии выходной 
координаты системы па вычислительное устройство. В ре- 
зультате это устройство использует заложенные в нем 
данные о свойствах объекта регулирования для выработки 
«разумпого» управляющего сигнала. 

В настоящей главе мы хотим ослабить даже это явно 
элементариое требование о знании свойств объекта регули- 
рования, для которого разрабатываются регулирующие 
устройства. Мы хотим ввести принцип непрерывно шцущей 
и непрерывно измеряющей системы автоматического регу- 
лирования, з которой задача синтеза не требует точного 
знания свойств объекта регулирования. Зато в процессе 
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регулирования производится измерение величин, опреде- 
ляющих эти свойства. В частности, мы разберем простую 
разновидность таких систем регулирования, называемую 
системой экстремального регулирования {регулирования на 
экстремум). 


15. 1. Основные понятия. Независимо от возможной 
степени точности в работе вычислительного устройства 
точность отработки системы автоматического регулирования 
попрежнему зависит от достоверности данных, в соответ- 
ствии с которыми система разработана. Если мы определим 
свойства объекта регулирования до выполнения всей систе- 
мы автоматического регулировация, как это молчаливо 
предполагалось в предыдущих главах, то пе сможем 
рассчитывать на достижение весьма высокой точности от- 
работки системы по следующим причкнам. Во-первых, в про- 
цессе изготовления системы всегда возникают небольшие 
отклонения от проекта. Например, крыло ракеты не может 
в точности совпадать с крылом опытного образца ракеты, 
продувавшегося в аэродинамической трубе для спятия его 
аэродинамических характеристик. Поэтому аэродинамиче- 
ские характеристики ракеты должны слегка отличагь- 
ся от характеристик, определенных с помощью продувок. 
Во-вторых, всякая реальная система со временем пре- 
терпевает малые измепения. Эго может происходить за счет 
естественной порчи материалов системы, вызванной их изно- 
сом и усталостью или же изменением условий в среде, в ко- 
торой работает система. Короче говоря, никогда пелъзя 
в точности зпать свойства реальных систем до настуиления 
того момёнта времени, в который эти свойства нас иптере- 
суют. Поэтому, коль скоро требуется высокая степепь 
лочнобти отработки системы, необходимо применять прин- 
ции непрерывно ищущей системы автоматического регули- 
ровапия. 

Но стремление достичь требуемой точпости отработки 
системы автоматического регулирования не является едиц- 
ственной причиной введенного изменения понятия регулн- 
рования; очепь часто мы вынуждены прибегать к системе 
непрерывных поисков из-за возникновения больших непред- 
виденпых изменений свойств системы. Мы уже ввели этот 
принцип при рассмотрении возмущающих влияний изме- 
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нений состояния атмосферы на действие системы автомати- 
ческого наведения на цель ракеты дальнего действия. При 
этом мы использовали динамические свойства самой ракеты 
как средство для непрерывного измерения этих влияний. 
Еще более наглядным примером служит полет самолета 
в условиях обледенения. Образование ледяной корки на 
поверхности крыла и фюзеляжа приводит к изменению 
формы этих частей самолета. Больше того, сам характер 
образовация таких ледяных отложений оказывается в из- 
вестной мере неустановившимся и его нельзя сколько- 
нибудь точно предвидеть. Поэтому аэродинамические св 
ства самолета могут претерпевать большие изменения под 
влиянием обледенения, и эти изменения посят непредвиден- 
ный характер. Хуже того, все такие изменения приводят 
к ухудшению качества самолета, т. е. уменьшают длину 
пути, который самолет может пройти за счет единицы коли- 
чества топлива. Таким образом, мы стремимся лайти такое 
сочетание открытия заслонки, дозирующей подачу горючего 
в двигатель, числа оборотов ротора двигателя и установки 
триммера руля высоты, при котором самолет сможет про- 
лететь наибольшее расстояние за счет одной единицы коли- 
чества горючего, поскольку мы стремимся совершать полет 
в оптимальных условиях в смысле экономии дефицитиого 
горючего. Но при решении этой задачи все известные нам 
ранее сведения о свойствах самолета оказываются беспо- 
лезпымн в связи с появлением обледенения. Следовательно, 
единственное решение этой задачи о разыскании зкономи- 
ческого режима полета при указанных неблагоприятных 
обстоятельствах заключается в применении системы авто- 
матизеского регулирования с непрерывными поисками и не- 
прерывным. измерением, т. е. системы экстремального регу- 
лирования, автоматически задающей самолету режим, отве- 
чающий онтимальным эксплуатационным условиям, выяв- 
ленным путем измерения. 

Конечно, квалифинироваиный оператор управляет вся- 
кой машиной по принципу экстремального регулировайня 
Он наблюдает за показаниями приборов, регистрирующими 
входные и выходные величины машины, и затем на оскова- 
нии своих знаний и опыта принимает решение о том, в ка- 
кую сторону нужно перемещать рукояткй управления. В ре- 
зультате изменения настройки входов образуются новые 
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значения выходов, и оператор должен рассматривать новые 
показання приборов с точки зрения того, достигнут ли уже 
оптимальный режим, или же произошло перерегулирование. 
В последнем случае потребуется новое изменение настройки. 
Последовательная настройка входов и представляет собой 
процесс поисков, а обратная связь осуществляется посред- 
ством чтения показаний приборов. Однако система ручного 
экстремального регулирования неизбежно реагирует медлен- 
но, и в сложных случаях оператор не может обеспечить 
удовлетворительного качества процесса, каким бы опытным 
он ии был. 

Задача об экстремальном регулировании была разра- 
ботана Дрэйпером, Ли и Г. Лэйнингом младшим!). Приме- 
нение экстремального регулирования к задаче об отыскании 
экономического режима полета самолета рассматривалось 
Дж. Шуллом?). 


15. 2. Принципы оптимального регулирования. Серд- 
цем системы экстремального регулирования является не- 
линейное звеко, характеризующее оптимальный режим си- 
стемы. Для простоты рассуждения мы предположим, чго это 
основное звено обладает одним входом и одним выходом.На 
данной стадии исследования мы будем пренебрегать влия- 
нием всяких запаздываний в системе и будем предполагать, 
что выход определяется только мгповенной величиной входа. 
Так как существует оптимальный режим, то функция, опре- 
деляющая зависимость выхода от входа, имеет точку макси- 
мума у», х, показанную на фиг. 121.В дальнейшем оказы- 
вается удебным рассматривать выход и вход в системе ко- 
ординат с началом в точке оптимума и принять за вход вели- 
чину х--хь, аза выход—величину у* уг. Тогда точкой опти- 
мума будет точка х=у*=0. Таким образом, пель экстре- 
мального регулирования состоит в поисках этой оптимальной 
точки и встабилизации системы в непосредственной близости 


ЕТУ. Т., Тазіг., 25, 72—77, 190—193, 228, 324—327, 350 
352 (1952); ртарег С. 5., 11'Ү. Т., Ртіпејріез ої Орііта!ї 
Соліго! Ѕузіетз ала ап Аррісайоп 10 легла! Сотьиѕїоп Епате» 
АЗМЕ РаБИсанойз (1951). 
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1952, 47—51. 
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к этой точке, В окрестности точки оптимума соотношение 
между х к у* можно представить в виде зависимости 


у= — В. (15.1) 


Простейший способ создания системы экстремального 
регулирования в принципе заключается в следующем. Пусть 
мы пачинасм процесс регулирования при отрицательном 
зпачепии входа, т. е. при значении входа, меньшем опти- 
мального, и увеличиваем этот вход с постоянной скоро- 
стью (фиг. 122, а). В соответствии с этим выход будет 
сперва увеличиваться, затем достигпет наиболъшего зна - 
чения и далее будет уменынаться (фиг. 122, 6). Следова- 
тельно, первая производная от 5“ но времени, 49*/4, 


Выхад у 


КД Вход 
Фиг. 1901 


будет сперва положительной, затем упадет до нуля 
в точке Ї на фиг. 122, в и за этой точкой станет отри- 
цательпой, В точке 2 производная @и*/4Ё достигает кри- 
тической величины, при которой, в силу устройства си- 
стемы регулирования, происходит реверс направления 
изменения входа; после этого вход х уже убывает с той 
же самой скоростью. В результате у* вловь увеличивает- 
ся, а величина 4у*/@ скачком изменяется от отрицатель- 
ных значепий к положительным. В точке 3 выход дости- 
гает максимума, а @у*/0# вновь обращается в нуль. В точ- 
ке 4 эта производная опять принимает критическое значе- 
ние и вповь происходит реверс направления изменения 
входа. Далее этот процесс вновь повторяется и состояние 
системы периодически изменяется указанным образом. Об 
этом явлении говорят, что система «рыскает» около опти» 
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мальлого режима. Период Т* называется периодом ры- 
сканея. Ордината \* на фиг. 122 равна паимепьшему зпа- 
ҷепию выхода и называется амплитудой рысканья выхода 

В силу параболического характера соотношепия, гра- 
фически изображениого па фиг. 121, среднее значение вы- 
хода, с учетом рысканья, На '/,* ниже его оптималь- 
ного значения. Эга разность представляет собой потерю 


т 
| 
4 271 
т е 
Поттер вычоба 
со 
7} Ы 
с 
5 1, 
Приведенная, 
веЕЛциина вогхеда 
Точки резерса напраеления 
изменения входа. 
аи 
в 0 = 
РР 
' а о-ач?ние произеады 
Буезлимесоо зерне роизоодной 997 
Фиг, 122 


Р* на -пысканье, являющуюся той ценой, которую при- 
ходится платить за введение регулирования. Такту обра- 
зом, > 


(15.2) 


ДЛругие характеристики системы можно подечитать в 
фупкции величины 3% и Т* Обращаясь к уравиению 
15.1), паходим. что крайпие значения входа равны 
Таким образом. скорость изменения пхода равна 
ІТ", а критическое зиачение скорости изменепия 
выхода равно —43*/7*. Поэтому, вели мы зададим ампли- 
Туду № рыскан»я или потерю 0* ма рыскацье и период 
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Т* рысканья, то тем самым мы определим параметры всей 
системы. В такой системе экстремального регулирования 
существенны звено, задающее пробные измепепия входа, 
звено, измеряющее и лифферепиирующее выходную коор- 
дипату, и звено, осуществляющее переключение направле- 
ния изменения входа при зарапее определенных условиях. 
Поиски и обпаружение точки оптимума осуществляются за 
счет припудительных изменений входа, по из-за пепрекра- 
щакицихся изменений входа также возникает малая поте- 
ря О выхода. Амнлитулу А* рысканья желательно сде- 
лать малой, но при малых А* также уменышается и вели- 
чина критического зпачения производной 47%, при ко- 
торой происходит реверс направления измепения входа. 
Следовательно, такос уменьшение А* приводит к уреличе- 
нию опасности случайных ревереол входа, вызванных влия- 
писм пеизбежных возмушений или шума в системе. Оче- 
видно, что коль скоро система выведена из состояния 
оптимального режима, то время возвращения ее в это 
состояпие прямо пропорционально периоду Т* рысканья 2). 
Поэтому желательно задавать короткий пернод рыскапья. 
Но при слишком малых значениях Т* возникает трудность 
при отделении изменсний выхода, обусловленных рыска- 
пьем системы, от измепений, вызванных случайпыми при- 
чипами. Мы сще вернемся к этому вопросу в следующем 
разделе. 

Пробные изменения входа можпо задавать в виде не- 
прерывной функции врсмепи вместо пилообразиой функ- 
ции, графически изображенной па фиг. 122, а. Например, 
мы можем использовать вход х, образованный путем со- 
четания .медлепно измепяющейся составляющей х, и сину- 
соиды постояшой амплитуды а и частоты ө, т, е. 


хех, аз о. (15.3) 


Тогда, в силу равенства (15.1), соответствующее зна- 
чение выхода у* примет вид 


=) 2ехуавіпор- А соз (00). (18.4) 


1) Точисе, это время тсм больше, чем больше Т*, ибо в исли- 
вейных снетемах такая зависимость, будучи монотонной, пе обяза- 
тельно линейна; при малых Т*® эта завиенмость приблидительно ли- 
нейна. перев, 
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Этот выходной сигнал можно подать на полосовой 
фильтр с целью подавления как медленно изменяющейся 
первой составляющей, так и гармоники удвоенной часто- 
ты в третьем слагаемом правой части равенства (15.4). 
Таким образом, через фильтр пройдет сигнал — 2х. іп ый. 
После этого профильтрованпый сигнал и синусоидальный 
сигнал ау по! подаются па мкожительное звено с после- 
дующим выпрямлением, с которого после умножения сиг- 
налов и выпрямления снимается величина 


— 28х,а зп юѓ = — х,а? [1 — соѕ (2%), (15.5) 


после чего вновь отфильтровывается гармоника удвоенной 
частоты. Тогда, в конечном счете, мы получасм сигнал 
— Ка?х,, которым можно воспользоваться для изменения 
составляющей входа так, чтобы удовлетворялось уравие- 
ние 


(15.6) 


В результате переменпая величина х, стремится к кулю 
вместе с временем затухания 27*: 
а = 

27% =. (18.7) 
В силу параболического характера соотношения, связы- 
ваюшего вход и выход, время затухания выхода равпо Т*. 
Поэтому такая система регулирования будет также разы- 
скивать точку оптимума и приближаться к ней асимпто- 
тически; Регулирующее действие при этом непрерывном 
пробном сиги показано на фиг. 123. На фиг. 123, в 
изображен график выходного сигнала после прохождения 
череа~ фильтр, а на фиг. 123, г показано влияние мно: 
жительного звена с выпрямителем. 

Когда система находится вблизи точки оптимума, то 
благодаря сивусоидальному колебапию входа выход равен 
— Ба? біп? шї. Поэтому и в этом случае наблюдается поте- 
ря выхода Р* = #02. Чтобы уровень потерь был пизким, 
амплитуда пробного колебания ва входе должна быть 
малой. Но это уменьшепие амплитуды снова оказывается 
ограниченным из-за соображений, связанных с влиянием 
случайных возмущений и шума в системе. Амплитуда 8* 
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рысканья на входе равна Аа? и, таким образом, 
ж 1де 
Р*= 4%. (15.8) 


> 
1 
б 
-202,0 іл шї, Основная составляющая 
Функции у“ 
в 0 — 
-2кх,02зіпюї 
гт – Ката, Выходмножительного звена, 
г свединевного с выпрямителем 
0 = 


Фиг. 123 


Как показывает соотношение (15.7), параметр а настройки 
колебания входного сигнала определяется величиной по- 
стоянной Т* времени и величипой постоянной Д* в соот- 
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ветствии с равекством 
а=4р*Т* = 2А*Т*, (15.9) 


Выпрямленная составляющая—Аа?х„ определяемая со- 
отношением (15.5) и полученная путем переработки проб- 
ного входного сигнала (15.3), служит теперь мерой откло- 
нения входа от оптимального входа. Возмущение входа 
с помощью непрерывного колебалия, согласно соотлошению 
(15.6), является лишь одной из многих возможных форм 
использования этого сигнала, Очевидно, что с помощью 
этого сигнала можно также заставить переменную х, изме- 
няться по закону пилообразной функции путем наложения 
входа с постоянной скоростью измепения на синусоидаль- 
ное колебание с реверсировапием направления измепения 
входа при критических значениях сигнала , —ћа?х, |. Сле- 
довательно, в таком оптимальном регулировании процесс 
рысканья сводится к двум раздельным колебапиям: низко- 
частотной составляющей в изменении х, и высокочастотной 
составляющей, обусловлеиной синусоидальным колебанием 
на входе. 


15. 8. Влияние помех. Исследование свойств систем 
экстремального регулирования, проведенное выше, ука- 
зывает на важность уменьшения амплитуды пробных коле- 
баний входа и постоянной Т* времени. Однако действи- 
тельная разработка системы ограничивается в этом отно- 
шении влиякием шумов и помех, нензбежных в физических 
системах. Для замера колебаний выхода, порождаемых 
колебалйями входа, предпазначенными для оценки степени 
удаления системы от точки оптимума, необходимо, чтобы 
эти колебания выхода во времени складывались из состав- 
ляющих, принадлежащих к той области частот, в которой 
их заведомо можио отличить от составляющей колебапий 
на выходе, обусловленной воздействием шума’ и помех. 
Относительные амплитуды составляющей выхода, обуслов- 
ленной воздействием помех, можно отложить на графике 
в функции частоты. Этот спектр помех на выходе системы 
обычно содержит полосу низких частот, определяемую дрей- 
фом элементов системы, и полосу высоких частот (фиг. 124). 
Между этими двумя полосами обычно лежит полоса частот, 
относительно свободная от шумовых влияний. 
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Если выполнить систему экстремального регулирования 
с расчетом на то, чтобы частоты пробных колебаний на входе 
принадлежали к этой последней полосе, то представляется 
возможным умепьшить амплитуду этих пробных колебаний 
без опасения потерять эти колебания среди помех. Следо- 
вательно, в общем случае пробные функции должиы скла- 
дываться из составляющих, достаточно быстрых для того, 
чтобы не смешивать их с колебаниями дрейфа элементов 
системы, и в то же время досгаточно медленных для того, 
чтобы не смешивать их с высокочастотным шумом. 


Амплитуда Я 
шумі 
Лолова 
Топрва 0 тат 
рейга д лоби 
нолебаний 


7 всиетеме 
1 оптимального 


7 регулирования Полоса высокочастотных помех 


— 
0 Частота 


Фиг. 121 


Эти соображения о влиянии шума оттепяют трудности, 
возиикающие прп разработке обоих типов оптимальных 
систем регулирования, рассмотрентых в предыдущем раз- 
деле. В системе первого вида, в которой вход измепяется 
по закопу пилообразиой функции, в качестве управляю- 
щего сигиала для реверса используется производная по 
времепи-от выхода. Если выход содержит случайные поме- 
хи, то при дифференцировании по времени влияние относи- 
тельных амплитуд высокочастотных составляющих возра- 
стает; таким образом происходит сужение полосы частот, 
пригодных для использования в системе оптимальлого ре 
гулирования. Это серьезный недостаток. Второй вид систе- 
мы экетремальтого регулировапия, в котором применяется 
непрерывная синусондальпая пробпая фупкция, требует 
более широкой полосы частот, свободных от шумов, так 
как, помимо изменения низкочастотной составляющей Ха» 
имеется синусоидальное колебание с собственной, более 
высокой, частотой . Таким образом, если объект регули- 
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рования обладает лищь узкой полосой частот, свободных 
от помех, то ни одну из двух рассмотренных до сих пор 
систем оптимального регулирования нелегко применить. 
Более пригодна так называемая позициойкая система экс- 
тремального регулирования, к рассмотрению которой мы 
и перейдем. 


15, 4. Позиционная система экстремального регулиро- 
вания. В позиционной системе экстремального регулиро- 
вания изменение входа осуществляется по тому же закону, 
что и в рассмотренной выше системе оптимального регули“ 
рования перлого вида, т. е. вход изменяется с достояиной 
скоростью при периодических переключениях направления 
его изменения. 

Существенное улучшение состоит здесь в способе выра- 
ботки сигнала реверсирования. Реверс входа должен про- 
изводиться, когда выход минует его максимум и уменьшится 
до величины, близкой к амплитуде рысканья. Именно это 
обстоятельство используется для осуществления реверса 
входа. В главных чертах это можно выполнить следующим 
образом, Мерой величины выхода у* служиг некоторое 
электрическое напряжение. Это напряжение приложено 
к пластинам конденсатора через вентиль, позволяющий 
только заряжать конденсатор и препятствующий его раз- 
рядке. Тогда напряжение на конденсаторе следит за выходом 
у* вплоть до достижепия наибольшего значения. Когда же 
величина входа х перейдет за ее оптимальное значение, 
выход-у* начнет убывать. Но напряжение на конденсаторе 
будет оставаться равным его панбольшему значелию, между 
напряжением на конденсаторе и напряжением выхода будет 
существовать разность напряжений г. Эта разность папряже- 
нийо будет расти до тех пор, пока выход не достигнет величи- 
ны, равной амплитуде \% рысканья. В этот момент сработает 
реле, которое и произведет реверс, и одпопременно конден- 
сатор разрялится до напряжения, соответствующего зна- 
чению 5” в этот же момент. В итоге действие системы опти- 
мального регулирования можно представить в виде графи- 
ков, изображенных па фиг. 125. 

Амплитуда А* рысканья и потеря 1* ка рысканье свя- 
заны здесь тем же соотношением (15.2). Крайние значения 


входа попрежнему равны +} А*/&, а скорость изменения 
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входа, как ираньше, равна2{” ^*/ё/Т*. Очевидно, что выход 
позиционной системы экстремального регулирования обла- 
дает только одной существенной частотой, определяемой 
периодом Т* рысканья, а реверс выполняется без приме- 
нения дифференцирования. Таким образом, эта система 


Тчни реверов направления 
15 


Бмененця входа 
&, 7 
о — 5 
$ $ 
а 
у4 У Лотеря на рысканье 
0 + 
ПАУ енота 
5 величина выхода я 
Перчод рисналья 
6 8 3 
+ рте е 
в о аничение 
Ризность мендуббтрлне- ра | 
ати ваконденоатире а 
‘измеритель выхода 


Фиг. 125 


специально приспособлена для объектов регулировапия, 
имеющих узкую полосу частот, свободную от шумов. Даль- 
нейшего усовершенствования систем экстремального регули- 
рования в этом направлении можно достичь, производя 
переключение входа не непосредственно от 0, разности между 
напряжениями на конденсаторе и на измерителе выхода, 
а по интегралу от о по времени. В этом случае высокочастот- 
ные помехи будут подавлены и появится возможность даль- 
нейшего уменьшения амплитуды рысканья и потерь на 
рысканье без случайных реверсов входа. 
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15. 5. Влияние динамических явлений. Рассуждения, 
проведенные в предыдущих пунктах, велись в предполо- 
жении, что вход и выход системы связаны соотношением 
(15.1), не зависящим от скорости изменения входа или от 
высших производпых от входа. Это предположение спра- 
ведливо, если реакция выхода на вход является мгновен- 
ной, т. е. происходит без малейшего запаздывания. Но это 
невозможно ни в одной физической системе, ибо всегда 
существуют инерционные и другне динамические явлепия, 
Поэтому мы должиы рассматривать выход у“, определяемый 
соотношением (15.1), как фиктивпый «потенциальный вы- 
ход», а пе действительный выход, измеряемый соответствую- 
щим прибором. Величина у* равна у только в тех случаях, 
когда постоянная 7% времени цепи стабилизации опгималь- 
ного режима неограниченно возрастает. Соотпошение меж- 
ду переменными у* и д определяется динамическими явле- 
ниями. Но мы уже убеждались в том, что такие динамиче- 
ские явлепия можно достаточно лочио аппроксимировать 
с помощью линейной системы. 

При примепенин экстремального регулирования к дви- 
гателю внутреннего сгорания, что сделали Дрэйпер и Пи, 
потенциальный выход существенно совпадает с индика- 
торным средним давлением двигателя, тогда ках истин- 
ным выходом слу действительное среднее давление 
двигателя. Динамические явления здесь обусловлены глав- 
пым образом инерцией поршня, кривошипа и других подвиж- 
ных частей двигатсля. При малых изменениях режима двига- 
теля эти динамические явления можно описать с помощью 
линейного ‘дифференциального уравнения с постояпными 
коэффициентами. Так как мы условились отсчитывать вели- 
чины вҳода и выхода от точки оптимума, где вход равен хо, 
а выходу», то физическая потенциальная величина выхода 
равна 17*-|-1,, афизнческая ипдикаторная величина его равна 
у-у. Таким образом, соотношение между физическим 
потенциальцым выходом и физическим индикаторным вы- 
ходом можно записать в виде операторного уравнелия 


оът.) аи), 


где функция Ё, обычпо выражается отношением двух 
многочленов по степеням оператора 0/0. С точки зрения 
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преобразования Лапласа К.,{5) является передаточной 
функцией. 

Линейпую систему, преобразующую потенциальный 
выход в индикаторный выход, используемый для управ- 
ления изменением входа, условимся называть выходной ли- 
нейнсй частью цепи экстремального регулирования. Тогда 
Е. ($) представляет собой передаточную функцию выход- 
ной линейной части. Однако в тех случаях, когда влияпием 
динамических явлений можно пренебречь, т. е. когда 5= 0, 
потенциальный выход равен индикаторпому выходу. По- 
этому мы получаем условие 


Е, (0)=1. (15.10) 


Следовательно, так как у, — величина постоянлая, мы 
можем упростить вид операториого уравнения, связыва- 
ющего потенциальный выход с индикаторным выходом, 
т. е. представить его в виде 


у=) у". (15.11) 


Подобпым же образом .мы можем ввести и «потен- 
циальный вход» х*, который представляет собой вынуж- 
дающую функцию, вырабатываемую системой экстремаль- 
ного регулировапия, по не является истинным входом х. 
Соотношение между х и х* определяется инерционными и 
динамическими свойствами системы управлепия входом. 
Эту систему управления входом мы будем называть входной 
линейной частью цепи оптимального регулировапия. Потен- 
циальный вход х* н истинный вход х связапы оператор- 
ным уравнецием 


х=Е 2) (15.12) 


Таким образом, Ё, (5) представляет собой передаточпую 
функцию входной линейной части. Ё, ($) связана условием 

Е,(0)=1, (15.13) 
подобным услозию (15.10). В результате мы можем на- 
чертить блок-схему полной системы экстремального регу- 
лировапия (фиг. 126). Пелинейными звеньями этой систе- 
мы служат задатчик входа, посредством которого разы- 
скивается точка оптимума, и сам объект регулирования. 


23 цан-Сгоз-Сънь 
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Следовательно, общее соотношение между входом х и 
выходом у определяется системой уравнений (15.1), (15.11} 


Входная линсйная Обънт выходная линейная 
часть ЕГ улирования Часть 


а-ы? 9 
еы: Еи уһ 
Ярнотель оптамальНовы 
ренита 
сзадотнит өлодоу 


Фиг. 126 


вход 
—— 


А 


и (15.12) и характеристикой выбранного задатчика вход- 
ных колебаний. Например, если задатчик входа выполнен 


=* 


ә 


Потеря на рысканы, 0 


7 1 2 7 2 
в ; ] 
у у т Приведенная" 
но вытодн 


Нрооншевкое знамение разности напражений 


04 „й 2 7 
8 + 
= Аазписть поражений туена, “Момент реверса направления 
{$ помботаатнором и измериедм воздута изменения входа 
Фиг, 127 


по схеме позиционпого устройства, рассмотренного в през 
дыдущем разделе, то потенциальный вход х* изображает- 
ся пилообразной кривой с периодом 2Т и амплитудой а 
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{фиг. 127, а). Введем обозначение 
=. (15.4) 


Тогда х* можно представить с помощью разложения в 
ряд Фурье 


ва 9 е о 
аа (— 10" атр [ 
п=0 


В силу общего соотпошепия (2.16) истинный вход х, 
определяемый уравнением (15.12), можно подсчитать по 
ние 


о. Иа Ето 
Е и, р 
==> 0917 [а Я у )е а 


1 АН 2 
в (- і, )е 1. (15.16) 


Потенциальный выход #* определяется уравиением (15.1). 
С помощью соотношения (15.16) получим 


86 рт — 
уе 160% у 
х Ў таъ бат Х 
пото 
х [Е (аы у а Умео 56 
у 1 а т о) т) годі 
Зи Е і) (а азу ) етт) 


+.) Е, 2 етет и ] : 
(15.17) 
23* 
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Вновь применяя соотношение (2.16), найдем, ваконец 
индикаторный выход у, определяемый уравнением (15.11} 
в виде 


168 (ртт 
5 5 тет 


пса. Рур Н о ает. 


— (п - п) р (293 в ур, (2 а увесы 
=Е,[-- (0 т) А, (2. „уе Кеть, 
хе) мо! Ер (и т 1) ѓо) Р; (- Е 90) 5 


хл 2 і) станне). (15.18 

Соотношения (15.17) и (15.18) яспо показывают, чт‹ 
период Т рысканья выхода равен лишь половине период: 
колебания входа. Конечно, этого и следовало ожидать 
если иметь в виду параболический характер основног‹ 
соотношения между входом и выходом. 

Потерю Р на рыскапье мы пайдем с помощью средне 
го по времени значения переменной у, учитывая, что здес 
выход отнесен к его оптимальному значению у, Как сле 
дует из соотношения (15.18), среднес значение равно сум 
ме второго и третьего слагаемых в правой части этогс 
соотношения при т = т. Таким образом, принимая во вии 
манӣе равенство (15.10), имеем 


С 


34 


р= (15.19 


85 Рез 


Это соотношение легко проиллюстрировать па частном 
примере, заметив, что в отсутствии динамических явлениї 
Е, В этом случае сумма ряда находится легко р 
*/3, что совпадает е (15.2). Соотноше- 
ние е (15. 19) показывает также, что среднее значение вы. 
хода и величина потери на рысканье независимы от вы 
ходной линейной части. Это, конечно, следовало пред: 
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видеть, так как установившаяся величина выхода опре- 
деляется входом х и не зависит от динамики выходной 
линейпой системы. Динамика выходной линейной части 
сказывается лишь в виде мелких колебаний выхода. 
В случае двигателя внутреннего сгорания установившимся 
значением выхода служит мощность двигателя. Динамика 
выходной линейной части определяется инерцисй подвиж- 
лых масс. Мощность двигателя, естественно, пе зависит 
от инерции его подвижных масс. 

В общем случае передаточных функций входной и выход- 
ной частей числовой подсчет выхода у с помощью соотноше- 
ния (15.18) связан с довольно большими затруднениями. 
Однако в любой прикладной задаче экстремального регу- 
‘лирования период Т рысканья обычно принимается до- 
вольно большим, с тем чтобы избежать высокочастотных 
помех. Тогда динамические явления не будут сказывать- 
ся в сильпой мере, хотя они и не будут пренебрежимо 
малыми. Другими словами, мы можем допустить, что от. 
ношения постоянных времени входной и выходной линей- 
ных частей к периоду рысканья малы, и вести дальней- 
шес исследование в соответствии с этим допущением. 
Например, если входная линейная часть аппроксимирует- 
ся системой первого порядка с постоянной времени т;, 
т. е. если 


1, 
19-157 


#,()= 


(15.20) 


причем т, мало по сравпению с 7, то безразмерная вели- 
чина т, также мала. При этом условии несколько пер- 
вых соответственных гармоник в разложециях (15.15) и 
(15.16) будут попарно иметь практически одипаковые 
амплитуды, что отвечаст соотношению (3.14). Единствен 
ное различие между этими соответственпыми низшими 
гармопиками в разложениях перзменных х* и х заклю- 
частся в появлении фазового сдвига, определяемого вели- 
чипой т;. Поэтому при удаленных от точек реверса зпа- 
чениях х® и х, в области которых кривизпа кривых д* (г) 
и х(1) мала, а сами зпачения х* и х определяются глав- 
ным образом несколькими первыми гармониками, кривая 
х(!) отличается от кривой х*( лишь отставанием 
по оси времени на величину т; и не отличается от нее по 
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величине. При переходе от х* к х наблюдается сглажи- 
вание угловых точек, но общая форма кривых не меняет- 
ся, что и видпо па фиг. 127, а. Если аппроксимировать 
системой лервого порядка с постоянной времени т, также 
и выходную липейпую часть, то подобным же образом 
мы установим, что при переходе от у* к и общая форма 
кривых не меняется, ло кривая у будет отставать от кри- 
вой у? по оси времени на величину т, что и показано на 
фиғ. 127, б. 

Подсчитаем потерю на рысканье при входной функции, 
изображекие которой определяется равенством (15.20). 
Тогда, в силу равенства (15.19), 


в 


5, пту Теа те 
Е Сян 
+ (= у 5, 1 


ок ТЕТЕ у 


но 


3 


Учитывая хорошо известное разложение типерболического 
ҡотангенса, приведенное на стр. 146, получим 
І 2" 
Х аана (Ваа еа): 
бажо» (59) 
В результате, используя выражение (15,14) для периода 
Т, придем к окончательному равенству 


р [1-2() +48 ( ИСТЕ: 


с. 
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Если постоянная т; времени значительно меньше периода 
Т, то гиперболические котангенсы приблизительно равны 
единице и, следовательно, 


рые [1-8 Уна (УЕ (15.29) 


2 


Амплитуду а входа можно выразить через скорость 
пробпого измепения входа и период Т, и поэтому в 
позиционной системе оптимального регулирования, при 
входной линейной части первого порядка є постояпной 
<; времени, соотпошения (15.21) и (15.22) определяют потерю 
Р на рысканье в фуикции скорости пробпого измепения 
входа и периода Т рысканья. На основакии этих соотно- 
шепий можно было бы предиоложить, что потеря на рыс- 
кане убывает с ростом постоянной времени входной 
линейной части. Однако такое предположение обманчиво: 
при некотором определенном, зависящем от соображепий, 
связанлых с шумом и помехами, значении критической раз- 
ности о папряжений, от которой происходит реверс входа, 
период Т рысканья и, вследствие этого, амплитуда а окажут- 
ся большими при непулевых значениях <, и хо, чем при 
нулевых их значениях. В итоге произойдет пе уменьшение, 
а увеличение потери на рысканіе. 


15, 6. Расчет устойчивости режима, В любой системе 
автоматического регулирования свойство устойчивости озна» 
чает, что система будст сохрапять свое расчетное качество 
даже при наличии внутренних и внешних возмущений, 
В предыдущих главах мы рассмотрели способы обеспечения 
устойчивости в обычпых следящих системах и других более 
общих системах автоматического регулирования. В си- 
стемах экстремального регулирования существенная часть 
процесса регулирования заключается в надлежащей коор- 
динации пробных колебаний на входе с отработкой системы 
на выходе для того, чтобы удерживать выход в достаточно 
близкой окрестности от точки оптимума, На этот процесс 
поисков точки оптимума не должны влиять ни внутренние, 
ни внешние возмущения. Если это свойство обеспечено 
благодаря удачному проектированию системы, система ра- 
ботает устойчиво. 
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Как было описано выше, в системе экстремального регу- 
лирования с «запомипапием» максимума входной сигнал 
вырабатывается в процессе зарядки и разрядки конденсатора 
от напряжения, характеризующего величину выхода. Ре- 
верс входа происходит каждый раз, когда разность › между 
индицируемым напряжением выхода и напряжением на 
конденсаторе достигает за счет убывания выхода крити- 
ческой величины. 

В момент реверса входа напряжение на конденсаторе 
за счет его разрядки падает до значения выхода, иидика- 
торного в тот же момент. Ири наличии дипамических явле- 
ний влияние постоянных времени входной и выходной 
линейных частей приведет к тому, что выход будет продол- 
жать убывать даже после подачи сигнала реверса входа. 
Тогда напряжение о будет вновь возрастать и упадет лишь 
после того, как выход достигнет величины, соответствующей 
моменту подачи сигнала реверса входа. Этот процесс изо- 
бражен на фиг. 127,6. Возникновение такого ложного поло- 
жительного напряжения о в промежутке между моментами 
[и2 (фиг. 127) нежелательно из-за угрозы ложного срабаты- 
вания задатчика пробных колебаний входа в этом проме- 
жутке времени. 

Чтобы уменьшить в значительной мере это положитель- 
ное паразитное напряжение, разрядка конденсатора, вы- 
полняемая в момент реверса входа, производится до папря- 
жения, более низкого, чем мгновенное индикаториое накря- 
жение. Таким образом, на протяжении некоторого проме- 
жутка времени после разрядки копденсатор заряжается 
от индикаторното напряжения выхода. Емкость конден- 
сатора и сопротивление электрической цепи подбираются 
таким образом, чтобы напряжение на конденсаторс начало 
приближаться к ипдикаторному напряжению выхода, когда 
выход опять начинает возрастать. Кривые изменения на- 
пряжений показаны на фиг. 128. Тем самым достигается 
значительиое умелышение опасного ложного положитель- 
ного напряжения (фиг. 128, 6) и улучшается устойчивость 
системы. 

Мы уже отмечали, что возможности уменьшения ампли- 
туды рысканья и потери на рысканье ограничены влиянием 
помех и шума в системе. Здесь мы вновь сталкиваемся 
с задачей об устойчивости работы системы: мы стремимся 
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избежать ложных сигналов реверса входа, появляющихся 
из-за действия помех. Такие ложные сигналы будут воз- 
никать при слишком малых значениях критической разности 


0 4 


Вапряжение У ОСИ 
на конденсалюре напряжение выхода 


Точка реверса направления 
изменения вхойа. 


бо 6 Н 
Поломительноя нрипиивеная. 
+ разностьнапряжений, 

| вмошентреверса входа 


Фиг. _128 


—! 


Выход без шумов 


У 


ое = =: 


| 
РЧ |— Минимальная 
критическая 
о разность 
напрямений 
Ц 
Фиг. 129 


напряжений, от которой осуществляется реверс. Это пока- 
зано графически па фиг. 129, где на выход у наложен 
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высокочастотный синусоидальный шум. Легко видеть, что 
если критическая разность напряжений слишком мала, 
шум породит ложные сигналы реверса входа. Чтобы система 
работала устойчиво, критическая разность напряжений долж- 
на превосходить амплитуду помех. Следовательно, в систе- 
ме экстремального регулирования потеря на рыскаше не 
может быть мепьше величины, обу ловливаемой плиянием 
помех или шума в системе. Разумеется, если бы помеха 
представляла собой в реальных условнях чисто синусоидаль- 
ное высокочастотное колебание постоянной амплитуды, как 
это показано на фиг. 129, то ее можно было бы подавить 
с помощью фильтра и затем работать с гораздо меньшей 
амплитудой рысканья. Если в действительных условиях 
помеха или шум имеют какую-кибудь определенную форму, 
то мы можем разработать надлежащий фильтр для умень- 
шения ограпичений на амплитуду рыскапья, палагаемых 
влиянием этих помех!) 


1) Кэтим требовариям устойчивости следует добавить очевидное 
требование о том, чтобы автоколебания, с почощью которых система 
находит олтамальный режим, были устойчивыми. —Прим, перев. 


Глава ХҮІ 


ФИЛЬТРАЦИЯ ШУМА 


Во всех предыдущих рассуждениях, за исключением 
последней главы, мы молчаливо предполагали, что система 
автоматического регулирования не порождает шума и помех 
и что, следовательно, степень точности системы теоретически. 
не ограничена. Как мы показали в предыдущей главе, в дей- 
ствительности шум и помехи искажают выходной сигнал, 
используемый в системе экстремального регулирования, 
и обусловливают основные ограничения в таких системах 
регулирования. Но шум и помехи присутствуют в лю- 
бой технической системе, поскольку даже в «идеальных» 
системах имеются термодинамические флуктуации. Их влия- 
нием на действие системы автоматического регулирования 
можно пренебрегать только в том случае, когда полезный 
сигнал является достаточно мощным го сравнению с поме- 
хами. В системах экстремального регулирования для 
уменьшения потерь выхода на рысканье желательно пользо- 
ваться «слабыми» сигналами и, потому задача о ВЛИЯНИИ 
шума приобретает первостепенное значение, Поэтому в об- 
щем случае, коль скоро величина управляющего сигнала 
мала по сравнению с величиной помех, влияпием шума 
и помех пренеберегать нельзя. 

Возмущающее влияние шума на действие системы регу- 
лирования можно свести к минимуму путем взведения в си- 
стему надлежащего устройства, которое в возможно большей 
мере подавляет шум без уменьшения мощности полезного 
сиглала. Имелно этот вопрос о фильтрации шума и состав- 
ляст предмет рассмотрения настоящей главы. 

Мы пачнем с изложепия теории оптимальных линей- 
ных фильтров, развитой Н. Винером*) и А. Н. Колмого- 


ЗМ. Залет. Тһе Енгароаіїоп, ицегроацол апа ловя зї 
Зіаііопагу Типе Ѕегієз эі Ёпріпсегіпе Арріїсаі Попе, Мез Үогӯ, 1949. 
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ровым 1). В заключительных разделах настоящей главы мы 
рассмотрим различные приложения и обобщения этой очень 
сильной теории. В рассуждениях, к которым мы пере- 
ходим, весьма полезны понятия и математический аппа- 
рат теории случайных функций, развитые в главе ІХ. 


16,1. Среднеквалратичная ошибка. Пусть ў (6) — управ- 
ляющий сиглал, а й (*):- шум. Таким образом, па вход 
фильтра поступгет величина 


х(9= 04-200). (16.1) 


С выхода фильтра снимастся величина у (2), выраба- 
тываемая по схеме, показаипой на фиг. 130. Гели фильтр 


1) 


УС) 


является линейным и дифференциальное уравнение, связы- 
вающее выход со входом, есть линейное уравнение с по- 
стоянными коэффициентами, то свойства фильтра полио- 
стью определяются его передаточной функцией Ё (5). Коль 
скоро передаточная функция Х (5) известна, то реакция 
1 (0) фильтра на едипичный импульс определяется соотно- 
шением (2.18). Если функция Ё (5) имеет полюсы только 
в левой полуплоскости комплексной переменной $, ТО МЫ 
можем написать 
іэ 


(ече) ас. {о Ра) аә. (16.2) 


к= 


е 


Тогда выход у{) ог входного воздействия х (ї), опреде- 


1) Колмогоров А. Н., Изв. АН СССР, сер. матем., 5, 3—14 
(1941). 
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ляемого равенством (16.1), равен 
П 
и = зы 


в предположении, что действие выхода начинается с 
весьма далеких моментов времени. Положив і — 1 = т, пре- 
образуем последний интеграл к виду 


9 = #9894 (16.3) 
0 


Обозначим через 2{{) желаемую величину выхода, ко- 
торая определяется сигналом [(!) и желасмой реакцией 
1: (1} ка сдиничный импульс: 


о 


200) = ў Рах) (9) й. (16.4) 
0 


Функцию #, (1) можно подсчитать с помошью желаемой 
передаточной функции Ё, (5); мы получим соотпошение 


енд: { ер, (ів) бә, (16.5) 


ә ә 


1 


№0 


аналогичное соотношению (16.2). Поскольку истинпым» 
выходом служит функция (0), а не 2(), ошибка е{#} 
определяется их разностью и, в силу (16.3) н (16.4), 


60) 508—200 = 
= {0-9 а рл) г) 0 6. (16.0) 
0 
Следовательно, квадрат ошибки равеп 
е) = \ ў Р) а (ра) Е 9 А, (9) 
35 


Жи) (7) аа. (16.7) 
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Теперь мы сделаем весьма важное допущение. Так как 
шум п(/) является случайной функцией, его мож- 
но охарактеризовать только посредством статистических 
свойств. Кроме того, в реальных условиях мы заранее 
не знаем, каким будет сигнал }({}, а имеем о нем лишь 
общее представление. Поэтому даже в отношении сигна- 
ла мы можем располагать только данными статистическо» 
го типа. Тогда мы можем оценивать статистическую 
ошибку с помощью среднего по множеству величины е? (), 
В общем случае это среднее зпачение зависит от време- 
ни 2. Но если мы допустим, что случайные функции / () 
и л(?) являются стационарными в смысле, определенком 
вп. 9.1, то е? от времени не зависит. Далее, мы пред. 
положим, что среднее значепие как сигпала # (1), так и 
шума л (1) равно нулю. Тогда из соотношения (16.6) со 
всей очевидностью вытекает, что уничтожается также 
и среднее значение ошибки е (7). Теперь мы можем ввести 
следующие функции корреляции между сигналом и шу- 
мом, в точпости аналогичные функциям корреляции, вве- 
денным в п. 9.2: 


ПЕ) 07) = (8—47), ] р 
і п( т тт 

ТЕ) = В), у 

Я) 

п(—)п(= =) 
Эти соотношения характеризуют общий случай пеисчезаю- 
щей корреляции между сигналом и шумом. Очець часто 
функции А», и А. взаимной корреляции равкы нулю и 
остаются только” "фу нкцин А, и А, автокорреляции. 
Функции автокорреляции представляют собой симметри- 
ческие функции аргумента. Функции взаимной корреляции 


не являются симметрическими, а в силу их определения 
удовлетворяют следующим соотношениям: 


К), 
Вк) Ар) 


В соответствии с этими соотношениями выражение (16.7) 


для среднеквадратичной ошибки е? можно преобразовать 


(16.9) 
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к виду 


= (0а) А А) а 
0 

А-а АС 

-Е А (е— <") А (5) [И (7) — в, (27914 

Ав (+ =) (к) (с) аса". (16.10) 


Это соотношение служит для подсчета среднеквадра- 
тичной ошибки по функциям корреляции и реакции систе- 
мы на единичный импульс. 

Однако проектировщики систем регулирования предпо- 
читают вести исследование, исходя непосредственно из 
передаточных функций А (5) н А, ($). Чтобы следовать та- 
кому методу, мы используем изображения Фурье фупкций 
корреляции. Обозначим госракопия Фурье функций кор- 
реляцин через Ф,, (ө), Ф, (•), Ф, (ә) и Ф, (є) соотвотст- 
венно, определив их равенствами 

1 


ХЕИ 


1 е Р 
Фит {Ает 


С 2 
Фит 0 А (етта, 
3 | 


(16.11) 


© 1 


1 
2 { В, (в) сіт йн, 


ау А, (9) есета. 


В силу симметричнссти функции А, (#) по аргумепту т 
мы можем напис̧ать 
ә 


Е А, (ее ето) = 2 (А, (х) созот, 
0 0 


п 


$, (в) 


Сравпив это соотпошепие с соотношением (9.23), мы пе- 
медленно обнаружим, что функция Ф, (о) действительно 
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является спектральной плотнсстью сигнала } (1). Подоб- 
ным же образом функция Ф,„,(®) представляет собой 
спектральную плотность шума л(ї). Кроме того, так как 
функции взаимной корреляции связаны соотношением 
(16.9), легко убедиться, что подобная же связь сущест- 
вует и между их изображениями Фурье: 


Ф (9) =. Ф, (9), } 
Ф (в) Ф, (ы). 


В силу теоремы об интеграле Фурье формулы обра- 
щения для уравнений (16.11) имеют вид 


(16.19) 


Вус) | 9, (ене 


Вит) = ў Ф (в) еее о, 


} 
2 
5 | (16.13) 
(а) { Ф (ше) до, | 


Ве) ер \ 9,09) 296—740 


ЕХ 2 
Подставляя (16.13) в (16.10), мы получим выражение 
среднеквадратичной ошибки через передаточные функции 
Е{5) и Р,($). Например, первое слагаемое правой части 
равенства (16.10) принимает вид 


5 = ә 


тў а ў аъ, (5) 56-27 х 
9 0 Е 
х) — ИЯ (7) — № («|= 
= \ 45 ©, (в) \ ВО = все“ ат х 


х ие) М (е а. 


5 
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Но функции Ё ($) и Р, (5) суть изображения по Лапласу 
функций А (1) и й, (0), т. 


ЕЦ 
(16.14) 


ае 


Следовательно, это первое слагаемое можно переписать 
в виде 

ве 

7 \ Фо) [Р (65) – В, (У [Е (із) А, (о). 
Подобным же образом можно преобразовать и другие 
слагаемые правой части равенства (16.10), и мы получим 
окончательно 


ит | Фо) – Р СИР С) - РИ + 


+Ф (9) РС н) – Е, (= №] Е (ә) + 
- Фи; (9) Е ( — №) [Е (о) – Р (ә) 
4+ Фил (5) Г (№) Е (-— і) д. (16.15) 


Подинтегральную функцию, заключенную в фигурные 
скобки, можно рассматривать как спектральную плот- 
ность ошибки е(1). В силу соотношения (9.71), последнее 
слагаемое является спектральной плотностыо шума, за- 
держанного фильтром. Очевидно, что первое и четвертое 
слагаемые подиктегральной функции представляют собой 
веществеппые величины, а второе и третье — комплексные. 
Однако на основапии (16.12) эти комплексные величины — 
сопряженные, н поэтому их сумма является величиной 
вещественной. 


16.2. Расчет оптимального фильтра по Филлипсу. Если 
статистические свойства сигнала и шума заданы через 
посредство различных функций корреляции, то изображе- 


24 Цянь-Сюэ-Сэнь 
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ния Фурье можцо подсчитать с помощью  соотноше- 
ний (16.11). Тогда, коль скоро вид передаточной функ- 
ции Ё; (5) установлен, для вычисления интеграла (16.15), 
определяющего среднеквадратичпую ошибку, остается еще 
найти только передаточную функцию Р (5) фильтра. По- 
этому оптимальпым будет такой фильтр, передаточная 
функция которого булет минимизировать среднеквадра- 
тичную ошибку при заданных функциях Ф, ... и Ё, ($). 

Прямой метод решения задачи о расчете оптимального 
фильтра заключается в том, что мы задаем целесообраз- 
ную форму функции Р (5), но пока оставляем неопреде- 
ленными коэффициенты в выражении этой фупкции. Тог- 
да после подстановки выбранного для Ё ($) выражения 
в равенство (16.15) величину 2* можно выразить в виде 
функции от этих неопределенных постоянных. 

В копечном счете постояндые определяются из усло- 
вия, заключающегося в том, что средпеквадратичная ошиб- 
ка должна достигать минимального значения на множестве 
этих постоянных. Таким сбразом, задача о расчете оптималь- 
ного фильтра сводится к нахождению максимума или мини- 
мума некоторой известной функцни. Именно этим путем шел 
Р. С. Филлипс!), разработавший такую теорию оптималь- 
ного фильтра, выбрав передаточную функцию Ё (9) в виде 
дробио-рациопальной функцин от ғ. Такое выражение для 
функции / (5) является, конечно, естественным, вытекаю- 
щим из нашего опыта в области линейных систем. Однако 
фактические вычисления по этому способу довольно трудо- 
емки. По этой причине обычно предпочитают более изящ- 
ную теорию Н. Винера и А. Н. Колмогорова, и мы не 
будем поэтому рассматривать далсе теорию Филлипса. 


16,3, Теория Винерал— Колмогорова. Теория оптималь- 
ного фильтра, развитая Н. Винером и А. Н. Колмогоро- 
вым, осповапа на решепии вариационпой задачи примени- 
тельно к интегралу, находящемуся в правой части равен- 
ства (16.15). Пусть передаточная функция Е (5) уже ха- 
рактеризует оптимальный фильтр для данных функций 
Ф,,... и Р, (8). Тогда, образовав фупкцию Р (5) -- 1 (5) 


1) Джеймсх., Никольс Н, Филлипс Р., Теория следя- 
щих систем, М,, 10951, гл. УП. 
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сравнения, близкую к / (5), где 1(5) — произвольная ва- 
риация, и подставив эту функцию в равенство (16.15), 
найдем первую вариацию среднеквадратичной ошибки: 


= (РУ, + 


+, (6) Ф, (5). -— 
— Ро) [Ф, (9) -- Ф, (9) а 


+ я (ЕС вх 
ХФ, (о) Ф (Ф) Ф, 6 
Е (ёв) (Ф, (е) Ф, (5) } аю. (16.16) 


Если функция Р($) представляет собой передаточпую 
функцию оптимального фильтра, то вариация ёе? должна 
обращаться в куль ири любой фуикции 1{5). Из этого 
условия мы можем вывести уравнение относительно функ- 
ции Ё (5). Однако, прежде чем получить это уравнение, нам 
придется совершить пад уравнением (16.16) некоторые 
важныє преобразования, 

Прежде всего отметим, что спектральные плотности 
©, (в) и Ф, (ә) суть симметрические функции ю. Прини- 
мая во внимание равенство (16.12), мы видим, что сум- 
ма функций Ф,, Ф, Ф, и Ф, является четной функ- 
цией от ®.. Поэтому мы имеем основание ожидать, что 
эту сумму Ф можпо представить в виде произведения 
двух сопряженных множителей: 


Ф (5) -Ф,, 6) ТФ (9) Ф, (9) 0, ( 


У (м) (- №). 
(16.17) 


По определению фупкцин Ұ (5) ее полюсы и пули лежат 
в левой полуплоскости плоскости комплексной перемен- 
ной $, следовательно, полюсы и нули функции Ч (— 5) 
лежат в правой полуплоскости этой плоскости. 110, в силу 
требований устойчивости, передаточная функция фильтра 
может иметь нули только в левой полуплоскости 5. Таким 
образом, Ё (=) и 1(5$) суть функции, имеющие полюсы 

3+ 
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только в левой полуплоскости 5, а Р(—5) и т(— 8) — 
функции, имеющие полюсы только в правой полуплоскости. 

Таким образом, класс функций, к которому должны 
принадлежать фупкции 2 (5) и 7(5), ограничивается тре- 
бованиями физического характера. Уяснив себе это об- 
стоятельство, перепишем (16.16) в виде 


0 1 У -юут(-в)х 


2 
хоу (а) – 0 А ВЫ) дь. 


+5 К % (14) (о) {0-9 ы)- 


у 


№4 (9) + © (о)] 
оные а. (16.18) 


Однако не все из вторых слагаемых в фигурных скоб- 
ках в правой части последнего равенства имеют важное 
значение. Пусть Н (5) и К (5) суть функции с полюсами 
в левой полуплоскости комплексной переменной 5, кото- 
рые при больших $ имеют порядок 1/5", п» 1; тогда 


\ Н() К (№) = фФн(к (зав, 


ЕЯ 


где второй интеграл берется по замкнутому контуру, 0б- 
разованному мнимой осью и полукругом, охватывающим 
правую полуплоскость комплексной переменной 5 (фиг. 
131, 2). Но особые точки функций Н($) и К($) лежат 
вне этого коитура и, следовательно, величина этого ин- 
теграла равна нулю. При интегрировании произведения 
Н(—2) К(—1№), особые точки которого лежат в правой 
полуплоскости 5, контур интегрирования можно выбрать 
так, чтобы он охватывал левую полуплоскость $ (фиг. 
131, б). В этом случае опять-таки контур интегрирования 
не содержит особых точек и интеграл равен нулю. 
Но при интегрировании функций Я (ә) К (—) или 
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Н(—іә)К (1) внутрь контура интегрирования уже попа- 
дут некоторые особые точки, и соответствующий интеграл 
будет отличен от нуля. Таким образом 


} нь) К) = { (4а) іа) дә=0. (16.19) 
> 5, 
Плоскость 
номплекеной 
переменной 5 
* в 
О П 5 Ж: 
. 
З 
Е з 
. Я 
` Ч є 
Полюгы Полюсь 
находятся нахоблтєя 
вэлтой полу. в этой полу- 
и и 
а б 
Фиг, 131 
Но 


нок о, ] 
М (16.20) 


{ Н( №) К(о) до + 0. } 


Учитывая эти выводы, разобьем функцию 

2.5) Ф, 510 ПЕ 5) 
на две части. Одну из этих частей построим так, чтобы 
опа имела особые точки в левой полуплоскости $, и обо- 


значим ее символом [ |,, а другую так, чтобы она имела 
особые точки в правой полуплоскости $, и обозначим ее 
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символом | |, т. е. 


ш) 
— [ Еу (0) {Фуу (ә) т Фау ©} ] [ Р, (ію) {Фу (6) + Фа (9)) ] 
г СА» 7 Е Сю 


(16.21) 


Тогда, в силу равепнств (18.19) н (16.20), равенство (16.18) 
можно переписать в виде 


т \ п) (№) х 


в 5) + Ф.у (ы 
[рвы цы Гое 9 ааа 


821 = 


е ў 4 (22) (ө) х 


[Е (9 | 16 О] а (16.22) 


Коль скоро функция Р(5) действителыю является пе- 
редаточной функцией оптимального фильтра, вариация ёе? 
должна уничтожаться при любых вариациях 1($). Следо- 
вательно, величины, заключенные в фигурных скобках 
в правой части уравнения (16.22), должны уничтожаться 

Это условие определяет оптимальную передаточную 
фупкцӣю 


ото | И 0628) 


Таково решение задачи об оптимальном фильтре, найден- 
ное Н. Вилером и А. Н. Колмогоровым. Так как функ- 
ция (5) имсет пули только в левой полуплоскости 5, 
то фупкция / (8) будет иметь нули только в этой же левой 
полуплоскости 5. Таким образом, Ё (5) представляет собой 
устойчивую передаточную функцию. Операцию выделения 
из фупкции 


Риз 10, (2) гө, С) Сә 
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части с полюсами в левой полуплоскости $ можно вы- 
полнить также аналитически. В самом деле, 


бл ми Фи 
Е (8) т) {е "а { Со) Е: т 
> 5.24) 


В справедливости этого соотношения легко убедиться 
путем интегрирования по определенному контуру на пло- 
скости комплексной переменной в. Выбор же из двух 
соотношепий (16.23) и (16.24) того, которое используется 
для фактического подсчета оптимальной функции Р (5), 
зависит от конкретной задачи. Однако, как правило, го- 
раздо легче исходить из соотношения (16.23). Во всех 
случаях свойства оптимального фильтра полпостью опре- 
деляются заданием передаточной функцин Ё, (з) и спек- 
тральных плотностей Ф,,, ФФ; и Ф, сигнала и шума. 
Когда шума нет, из (16.17) следует, что Ф,„==Ф,, 
=Ф„,-=Ои Ф (5) — (15) (А), Тогда, как и следо- 
вало ожидать, Ё (8) — Ғ.(5), и ошибка е(!} всегда равна 
нулю. При паличии шума функция Ё (5) отлична от 
функции Ё, (5), и уничтожить средпеквадратичпую ошибку 
нельзя даже с помощью наилучшего фильтра. 

Операции выделения из некоторой функции части, 
имеющей полюсы в левой полуплоскости $, можно дать 
и другое истолкование. Как следует из преобразования 
(16.2), мы можем рассматривать Ё (2) как изображение 
Фурье реакции /(7) па единичный импульс. Это соот- 
ношение доставляет также способ подсчета реакции й (1) 
по частотной характеристике Р (йе). По благодаря в. 
множителя еі! в подинтегральной функции в правой части 
(16,2) контуры интегрирования на плоскости комплексной 
переменной ә имеют различную форму при положитель- 
ных и отрицательных Ё, что изображено ва фиг. 132. Если 
передаточная функция имеет полосы только в левой полу- 
плоскости плоскости комплексной переменной $, то функ- 
ция (іо) имеет полюсы только в верхней полуплоскости 
комплексной переменной є. и Е (5) имеет полюсы только 
в правой полуплоскости $, то Ё (й) имеет полюсы только 
в ‘нижней полуплоскости о. Таким образом, при Ё>0 
коптур интегрирования будет охватывать полюсы функ- 
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ции А (іо) только в том случае, если передаточная функ- 
ция Р(5) имеет полюсы в левой полуплоскости $; реак- 
ция /(#) будет при этом отличной от нуля. 

При {< 0 контур интегрирования не будет содержать 
ни одного полюса функции Е() только в том случае, 
если все полюсы лередаточной функции Г (5) лежат в ле- 
вой полуплоскости $, и тогда й (ё) = 0. С другой стороны, 


Контур интегриро- 
дания при 0 
(охватьюает верхнюю 
палуплоскость) 


Плоскость.“ 
комалененоя №. Вонтуринтеариро- 
переменной шо —— вания при {<@ 
(охватывает нанят 
полуписность} 


Фиг. 132 


если передаточная функция Ё (5) имеет полюсы в правой 
полуплоскости 5, что соответствует здесь случаю неустой- 
чивой функции Ё (5), то реакция #(#) будет отличной от 
нуля даже при отрицательных {. Так как импульс по- 
дается в момент #--0, то, говоря о реакции при отрица- 
тельных &.мы подразумеваем реакцию, паступающую до 
приложения импульса. Но никакая физическая система не 
может реагировать таким образом. Поэтому мы можем 
рассматривать операцию выделения из данной функции 
части, имеющей полюсы только в левой полуплоскости $ 
как операцию создания физически осуществимой переда- 
точной фупкции, так что #(=0 при #<0. Боде и 
Шэннон 1) дали объяснение решения уравнений (16.22) и 
(16.23), принадлежашего Виперу и Колмогорову, исходя 
из этого понятия физически осуществимой передаточной 
функции, 


1) Войе Н, №. 


раппоп С.Е. ргос, ІАЕ, 38, 417—425 (1950). 
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Остается выяслить еще одно обстоятельство. Одно из 
предположений, положенных в основу настоящей теории, 
предусматривает возможность представления суммы спек- 
тральных плотностей в виде произведения (16.17), что не 
всегда возможно даже для четной положительной функ- 
ции Ф (о) от ~. Чтобы такое представление в виде про- 
изведения было возможно, функция Ф (ш) должна удовле- 
творять условию Винера — Пэли '): 


(16.25) 


В наших задачах функция Ф (є) или сводится к постоян- 
ной, в случае белого шума, или стремится к нулю 
при а > со. Таким образом, критерий Вннера — Пэли тре- 
бует, чтобы стремлекие функции Ф к нулю при больших 
значепиях є протекало не слишком быстро. Этот критерий 
допускает фупкции типа ы”, однако при функциях, ве- 
дущих себя при болыних ® подобно е-'~ или е-®°, инте- 
трал расходится и соответствующую функцию Ф (о) уже 
нельзя представить в виде произвелепия двух комплексно- 
сопряженных функций. К счастью, спектры практически 
встречающихся сиглалов и шума в общем случае ‘явля- 
ются дробпо-рациональными функциями от «ө. Поэтому 
представление спектральной плотности в виде лроизведе- 
ния (16,17) обычно оказывается возможным, 


16.4. Простые примеры. В качестве простого примера 
зададим ъледующее выражение спектральной плотности 
сигнала? 


(16.26) 


Что касается шума, то мы будем считать его белым, Тогда 
его спектральная плотность сводится к постоянной, т. е. 
Фи = п. (16.27) 


ат 


2) Раіеу К. Е. А. С,, Міелег \., Еоцгісг Тгапзіотте їп ве 
Сотрех Роттайп, Атег. Мав, бос, СоПодиїит Рибйсайоп, чої, 19, 
р. 17, 1984. 
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Функции взаимной корреляции, следовательно, равны нулю, 
хак и их изображения Фурье, т. е 


Ф 


? (16.28) 


Пусть требустся построить оптимальтый фильтр для 
дифферекцирования сигнала, т. е. Ё, (5) = $. Прежде всего 
заметим, что 


(1-79 + ая 


Ф (0) =Ф,, (0) ТФ. (9) = 
Таким образом, 


9С 


Представление этой функции в виде произведения двух 
сопряженных функций мы можем получить, пепосред- 
ственно используя ее вид. Принимая во внимапне, что 
функция 1 (5) имеет нули и полюсы только в левой полу- 
плоскости комплексной переменной 5, мы можем немед- 
ленно записать Ұ (5) в следующем виде: 


Ты 


№ (8) = 


Тогда 


9Ф, (т) 9) = 


5 

УЗ ау ГЕ рИТЕт) = 
АВ | Сер 2 

ути тта ттге 


где А, В, С и Р — постоянные. Очевидно, что часть, ко- 
торая имест полюсы только в левой полуплоскости 5, 
определяется первым слагаемым, откуда следует 


[Со ны 
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Подсчитав А и В, найдем окончательно 
Е 


ж) ИЕР 
т п) 

УЗ Тт угл ^ 
Таково выражение для передаточной функции оптималь- 
ного фильтра. С уменьшением шума п-—>0 и функция 
Е (5) приближается к идеальному виду. 

Рассмотрим другой интересный пример, соответству- 
ющий случаю очень высокого уровня шума при слабом 
полезном сигнале. Пусть шум будет опять белым, а его 
спектральная плотность Ф„„ равна 


Фи (в) = 1. {16.30) 
Здесь Опять отсутствует взаимпая корреляция между шу- 
мом и сигпалом н равенства (16.28) остаются в силе. 
Пусть спектральтая плотность сигнала задана выражением 

Ф, (е) = #9 (9), (16.31) 
где 4 — малая величина, а Ф (ә) — четная функция от о. 


Обозначим через К (5} часть фупкции $ (5/1), которая имеет 
полюсы только в левой полуплоскости $, т. е. 


(16.29) 


еш обода аы. (16.32) 
0 


Тогда, так как $ (ш) — чстпая функция от є, 


(2) = К(9+К(- 5) (16.33) 
и 
Ф (ы): РО ( ѓо) 1-2 (9) > 
= ЕК СИЕ + К (-ю)]. (16.34) 


Поэтому, обозначив через Р, ($) функцию, определяющую 
желаемое преобразовапие сигнала, передаточную функцию 
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оптимального фильтра найдем из соотношения 
Я В [3 ыы Є ве] : 
=. ся 1. (6% 


Мы получили здесь второе приближение при малых / 
Первое же приближение еще проще: 


Е) [2 (99 (+). (16.36 


Қонкретизируя рассматриваемый пример, зададим спер 
тральную плотность сигнала в виде 


Ф (о) = ТЕ 


и пусть Р,() = 5; тогда при малых & 

Е 1 
ут атут 
Этот результат служит подтверждением равенства (16.29, 
для того чтобы получить одно из этих соотношений и 
другого, нужно положить п достаточно большим и вь 
брать В = 1/и3. 

Таким образом, при сильном шумовом воздействи 
наблюдается весьма большое отклонение вида передато‹ 
ной функции оптимальпого дифференцирующего фильтр 
от-ее вида в идеальных условиях и эта оптимальная пе 
редаточная функция совершенно непохожа на функпи! 
Е: ($) ==. 


Е(з) а 


16.5. Приложения теории Винера--Колмогорова. Пс 
мимо простых примеров, рассмотренных в предыдуще 
пункте, теория Винера — Колмогорова имеет много очен 
важных приложений. В настоящем разделе мы останс 
вимся па некоторых из них. 

Упреждающие фильтры. На вход таких фильтров пс 
дается величина х (#), представляющая собой сумму пс 
лезного сигнала {(#) и шума я). С выхода фильтра сне 
мается величина у (і), которая служит наилучшим пре 
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ближением полезного сигнала не в момент #, а в момент 
Ё а, где а – положительное число. Таким образом 


Е (5) =е“. (16.37) 
Зададим теперь сигнал в виде случайной функции пере- 
ключения. Тогда, в силу соотношения (9.50), спектраль- 
ная плотность этей функции выражается в виде 


1 
Фут: (15.38) 


Спектральная плотпость шума в предположении, что шум 
белый, имеет вид 


(16.39) 


Так как взаимная корреляция отсутствует, получаем 


(14-99) + поз 
9. Гра 


Ф(о) = 1 (йв) (йә) 


Поэтому 


откуда следует, что 


Еу (о) Ф (ә) ее 


ТЕ) Зари Н 


В этом случае для подсчета передаточной функции Е (з) 
следует воспользоваться соотношением (16.24). Прежде 
всего, при # > 0, 


2.) Фу 


(ә) 


еї до = 


ш 
Ея 


{ РУК ИТ 
(т) ИЕ ть) ата 


9% 
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Отсюда, учитывая (16.24), получаем 


Итак, в окончательном виде оптимальный упреждающий 
фильтр с временем = упреждения определяется переда- 
точной функцией 


Р(х) (19.40) 


УТ) СУТ? лз) 


Фильтры запаздывания. Действие фильтра этого типа 
подобно действию упреждающего фильтра с той разни- 
цей, что в данном случае время х «упреждсиия» отрица- 
тельно. Но пепосредственное приложение предыдущих 
преобразований к данному случаю не приводит к успеху. 


Действительно, не существует линейпой системы ко- 
нечного порядка, которая бы в точности являлась опти- 
мальным фильтром запаздывания. Более прямое решение 
можно построить, исходя из аппроксимации 


‚250 (16.41) 


(у целое число). Таким способом мы придем к аипро- 
ксимации оптимального фильтра запаздывания. 

Следящая система при наличии шума. Пусть Ё,(5) ~ 
передаточпая функция прямой депи, а Ё, (5 )— передаточ- 
ная функция цепи обратной связи следящей системы, схе- 
ма которой изображена па фиг. 133. Пусть функция Г, ($) 
определяет желаемое преобразование пад сигналом. Зада- 
ча заключается в нахождении оптимальпой фупкции Р,(9) 
при задапных функциях Р, (=) и Ё, (5) и заданных свой- 
ствах сигнала и шума. Қак вытекает из схемы системы, 
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показанной из фиг. 133, передаточная функция системы 
имеет вид 
Ру (е) 


2) =) Еу) 


Но, согласно общей теории, оптимальная передаточная 
функция Ё(5) определяется равенством (16.23) или 
(16.24). Зная Ё(5), мы можем подсчитать оптимальную 


е 


передаточную функцию Р,(5} цепи обратной связи с по- 
мощью выражения 

1 
2+6)” 


- 1 
К = ут (16.42) 
Следящие системы, содержащие источники шума. Выше 
мы исходили из предположения, что источник шума нахо- 
дитея впе самой следящей системы и что сама следящая 
система не теперирует шумов. Однако очень часто шум 
геперируется вкутри самой следящей системы. Например, 
система, схематически изображенная на фиг. 134, подвер- 
жена действию внешнего шума и (/) и, кроме того, пахо- 
дится под влиянием внутреннего шума т (2), исходящего 
от измерителя выхода или же представляющего собой 
возмущение на выходе. Пусть, как и выше, Р, (5) — пере- 
даточная функция прямой цепи, Е, ($) — передатонная фупк- 
ция цепи обратной связи и Ё, (х) — функция, определяющая 
желаемое преобразование пад сигналом. Обозначим через 
${5), № (5), М (8), У(5) и 2(5) изображения по Лапласу 
функций /(1), п(0), (0), у) и 2(0) соответственно. 
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Тогда 
Р, (8) (5 (8) + № (8) — Л (5) [У (8) + М (5)]) = У (5) 
(5) = Р, (8) 5 ($). 


Следовательно, изображение Е (5) по Лапласу ошибки 
е(2) определяется выражением 


28) 
Е()=7(5) — 2(5) = ЕЕ 9+ № (5 — 
Е; (5) Еь (8) Я 
рен м Е, ($) (8). 
по 
К + а 55) У) 
п) И + 
Рз) т (0) 
Фиг. 134 
Обозначим 
к= 209509. (16.43) 


РАЕЕО РО. 
Тогда. найдем, что 
1 
1-2) ТЕ 
и 
Е (8) = [1—2 (5), ($) $ (8) + Р, (8) № (5) — Р, (8) 8 (5) — 
— Е (8) [М (8) + А, (8) 5 (9)]. 


Это уравнение показывает, что задача о нахождении опти- 
мальной передаточной функции Р(5) цепи обратной связи 
следящей системы равносильна задаче о построении филь- 
тра, а изображение 5’ (5) равносильного входного сигнала 
и изображение №’(5) равносильного шума на входе опре- 
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деляются соотношениями 


59-19-6599. | пб) 
М (8) = М (5) 2 2115} 5 (5). ] Ё 
Таким образом, задача о разыскании оптимальной функ- 
ции Р, (5) свелась к задаче о разыскапии оптимальной 
функции Ё (5), причем равпосильный сигнал и равносиль- 
ный шум не зависят от искомой функция Г, ($). 
Допустим, что исходные сигнал и шумы пезависимы 
и существует только автокорреляция. Тогда статистические 
свойства определяются только И плотностями 
Фу, Фи и Ф„. С помощью соотношений (16.44) подсчи- 
таем спектральные плотности для задани о нахождении 
равносильного фильтра 


С уБ 
7,02 ЯВ), (2), 


_ = (518, о (16.45) 


Таким образом, хотя в исходных сигпале и шумах вза- 
имная корреляция отсутствует, в задаче о пахождении 
равиосильного фильтра взаимпая корреляция имеет место 
н определяется спсктральными плотностямн Фр, и Фар. 
Следовательно, функцией, которую мы должны предста- 
вить в виде произведения комп, тексно-сопряжеппых фуик- 
ций, является, в силу (16.45), функция 


Ф (в) = (а) (-- №) = 


= Р, (і), ( - йа), (ә) Ф, (в) Фиш (0). (16.46) 


Поэтому па основапци равенства (16.23) оптимальная 


25 цлнь Ско-Сэвь 
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функция Р (5) выражается соотношением 


(16.47) 
Как только функция (5$) пайдепа, с помощью соотно- 


шения (16.43) определяется и оптимальная передаточная 
функция Р,(5) депи обратной связи: 


Е) 


Р) (16.48) 


Принудительное ограничение мещности. Рассмотрим 
следящую систему, схематически изображенную па фиг. 135 
и предпазначениую дия ‘возможно более точного воспро- 
изведения выходной координатой џ (0) входной координаты 
НИ = х(1). Пусть А, (8) -- передаточная функция уснлителя, 
аЁ,, (5) ~ передаточная функдия исполнительного привода. 
Если техинческие условия на разработку системы требуют 
обеспечения возможно меньшей величины среднего квад- 
рата ошибки е{)-= 6(2)-- (0) и разрешают изменять 
с этой целью передаточиую функцию ^, (5), то во время 
действия системы мощность управляющего сигнала, го- 
даваемого на вход исполнительного привода, может до- 
стичь очень большой величины. Во избежание этого яв- 
ления мы должны потребовать, чтобы средняя мощность 
на входе двнгателя равиялась зарапее заданной величине. 
В данном случае средпеквадратичиая ошибка определяется 
выражением 
У 

х [ Во-во) Е (- 
ТЕ Ра (а) Ры( 


Рабо) |], 
оо) и) 1х 


ЕЯ еба. (16.49) 


г 


Средняя мощпость входпого сигпала исполинтельного 
двигателя характеризуется средпеквалратичкым значением 
управляющего сигнала этого двигателя; эту среднюю 
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мощность надо поддерживать равной предписанной вели- 
чине я?. Таким образом, 


С Е, (іо) 
›\ |+ та та (їе) [ 


Фе) аә. (16.50) 


С помощью метода иеопределенных мпожителей Ла- 
грапжа задазу о разыскапии минимума с? при условии, 
выражаемом соотношением (16.50), можио свести к задаче 


уб) 


==) 


Принудительное: 
ограничение мощнасти 


Фиг. 185 


о разыскапиң мийнмума функция её і ).2*, где}. постоян- 
пая усилителя. Тогда задача приводится к пахождению 
минимума иптеграла 


іа: ў 11 (0) р в) Ф, (е) - 
1%, (9) 
вдә 


НЕЕ м | йә, (15.51) 


где 


Р) па). (16.52) 


то Е, (5) Е) 


Сравнивая (16.51) с интегралом, паходящимся в правой 
части соотношения (16.15), мы убедимся, что данная задача 
равносильна задаче о фильтре при К, (5) — 1, Ф, = Ф.,= 

и при спектральной плотности рависсильного шума 


Ф (=) 


Ф206 


25* 
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ми 


Изждетавленне спектральной плотности Ф (о) в форме про- 
изведения двух комилекспо-сопряженных фупхиий имеет 
здесь вид 

Ф (о) = (9) Е (ә) 


, % КЕ 
-{ т еы Тоо. (16.53) 


С помощью равенства (16.23) мы придем к следующему 
выражению оптимальной функции А (5): 


(т) 
1 і 
9 == у (е) 164-9) |7 
Соотношения (16.52) и (16.54) определяют персдаточную 
функцию Р, (5) оптимального усилителя с точностью до 
постоянной ^. Эта постоянная определяется с помощью 
величины 5", ограпичив цен его выходную мощность, 
в соответствии с ранелетвом (16.50). 

Мы изложили несколько задач, на когорых, возможно, 
удалось продемоисгрировать широту пробием, решаемых 
применением теории Винера -- Колмогорова. Целесообразно 
отметить, чго с помошью этой тсорин можпо успешно 
решить задачу о разработке следящих систем при случа 
ных входах, поставленную в п.9.12. Такая задача в 06- 
ласти следящих си м служит еще одпим примером син- 
теза по заданным пическим условиям, что в самом 
общем виде рассматривалось в гл.Х1У. Коль скоро 
имеется возможпосгь установить эти техничзские условия, 
то тем самым полиостыо определяются и характеристики 
оптималыюй системы. Кроме того, построенная таким 
образом система регулирования оказывается лапейной си- 
стемой. с постояпными коэффициептами, что объяспяется 
специфической особеппостью выбранных технических усло- 
вий н свойствами объекта регулирования. Таким образом, 
это попятве более сисдифической задачи синтеза следящих 
систем является шагом вперед по сравнению с основными 
принципами сиптсза систем с обратпой связью, расем 
реппыми в предыдущих главах. Можно, повидимому, 
счигать, что на зго конкретное приложение теории филь- 
тров впервые указали Бсксенбом и Повик !) 


1) ВокъелЬот А. $, Моч!К Р., МАСА ТМ 2930 (1953). 


(16.54) 
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16.6. Оптимальный фильтр, отделяющий полезный 
сигнал от шума. Во многих сисгемах регулирования во 
никаст задача о выделении полезного сигнала / (1) в усло- 
виях сильной помехи со сторопы тумов. В таких задачах 
общая форма си пала обычно извеслна; установить же 
буется момент {, времени, в который сигпал достигает 
ожидаемой величины ў (,). Например, в случае радиолока- 
шгонлой системы нам известно, что сигиах представляет 
собой ичпульс определенной формы. Задача состопт в оп- 
ределении момента премепи, в который этот сигнал дости- 
тает наибольшей ивтелсивности. Если это наибольшее 
значевие сигнала имеет место в момент времепи Ё, то 
фильтр даст напмспьшее искажение именно г момент &. 
Поэтому оптимальный фильтр иу жно спроектировать таким 
образом, чтобы величина р, (!} снгпала, прошедшего через 
фильтр, равнялась в момопт /, величние [{#)). Следова- 
тельно, связь, паемая на фильтр, определяется соот- 


пошепием 
МО) = Е) = соп. (16.55) 


Пусть #() шум па входе системы, а п, (7) - - соответ- 
ствующий ему выход, При введении фильтра мы ставим 
своей целью в возможно большей степени умепьшить 
шум и, таким образом, можем написать 


пе (Г) = тіп, (16.56) 
Теперь задача заключается в определении передаточной 
функции (5) фильтра или равносильпого устройства 
я реакции й (7) фильтра на единичный импульс при задан- 


ных (Й, ё, и характеристиках №, или Ф, шума при 
условни 


120) — 907,03) = шіп, (16.57) 
где А — множитель Лагранжа. В общей форме эту задачу 
решили Задэ и Рагапиини'); перейдем к изложению их 
исследования. 

Допустим, что функцию Ф, (є) можно представить 
в виде произведения 
Фил (о) == (о) ( 25), (16.58) 


1} Лай 1: бы 
1223— 1231 (1952). 


Таа. 26. Рас Ву В 9; 
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где функция № (5) имеет нули и полюсы только в левой 
полуплоскости комплексной переменной 5. В связи с этим 
удобнее рассматривать усилитель в виде последовательного 
соединения двух усилителей, причем первый из них обладает 
передаточной функцией 1 № (5), а второй — передаточной 
функцией (5), и оба этих усилителя последовательно 
соединены с фильтром, как показано на фиг. 136. Эта 
система равмосилыға исходней системе. Последние две 
передаточные функции объединим п одну передаточную 
функцию Ё” (5 


Е) = (Е), (16.59) 


которой отвечает реакция й’(!} на единичный импульс. 
Входом блока, описываемого передаточной функцией Ё' (5), 


ыы 


2) 


Фиг. 136 


служат полезный сигиал [(6} и шум п’ (В. Обозначив 
через 5 (№) изображение Фурье сигпаяа / (4), т. е. 


$()= { Нее а, (16.60) 
найдем, Что со 


= {16.61) 


В этих условиях спектральная плотность функции п’ (ё), 
в силу (9. 71), ЕСЕ соотношением 


Фа (ы) 


ар 


Поэтому шум является теперь белым шумом с автокор- 
реляционной функцией 


(= 


У 


16. 
(16.62) 
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Соответственно выходы системы суть 


ру Р 0) (16.63) 


„= { нева. (16.64) 
1 


Таким образом, ереднеквадратичное значение шума на 
выходе равно среднему по множеству функции п (1) или 


в {а ан туи уи 
0 


ё 


=» (0) А (7) Ви («ат а4. 
со 


Но функция корреляции шума и’(/) определена соотно- 
шением (16.62); следователыто 


= м’ рае (16.65) 


Поэтому с учетом равецетв (16.63) и (16.65) условие 
(16.57) можно преобразовать к зиду 


о 


риф 2, { АР 0) = тип. 
1 5 


Д 
Это условие можно переписать в виде 


ўт (9-07 обме (6—0) = тіп. (16,66) 


Но, коль скоро функции /(#) в Ф, (0) заданы по усло- 
виям задачи, функция [ () становится определенной; ее 
можно вычислить с помощью равенства (16.61). Поэтому 
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второй интеграл в левой части (16.66) сводится к посто- 
янной. Первый же интеграл положителен или равен нулю. 
Чтобы сумма в левой части равенства (16.66) достигла 
минимального значения, первый интеграл этой суммы дол- 
жен обратиться в нуль. Но этот ит ал обращается 
в нуль только в том случае, если исчезает величина, 
заключепная в квадратных скобках в выражении подин- 
тегральной функции, т. е. если 


а 0, 250, (16.67) 


Естественно, что в физически осуществимых системах 
А) =0 при # < 0. Друтими словами, оптимальная реак- 
ция Г’ па импульс совпадает для положительных Ё 
с изображением (7) относительно 1/2. Этот рез 
для белого шума был впервые получен Д. О. Нортом. 

Основываягь на результате, выражаемом равенством 
(16.67), можно сразу же выписать передаточную функцию 
Е(ѕ) оптимального фильтра исходной задачи, учитывая 
соотношения (16.59) и (16.61): 


В зр} ае и 2197 олесна, (16.68) 


Ш 


Постоянная №, входящая в последпес равенство, в коиеч- 
ном счете определяется заданием постоянной }(ї,) (16.55). 
Полученный фильтр весьма лохож на оптимальный фильтр 
Винера, определенный выражением (16.24). В самом деле, 
мы можем написать 


где символ [ ]. попрежнему означает операцию взятия 
той части функции, заключенной в квадратных скобках, 
которая имеет полюсы только в левой полуплоскости $, 
т. е. операцию превращения передаточной функции в функ- 
цию, физически осуществимую. Выражения (16.68) и 
(16.69), полученные Задэ и Рагаццини, определяют опти- 
мальный фильтр для выделения полезного сигнала. Бла- 
годаря применению искусственного приема, с помощью 
которого задача сводится к равносильной, согласно схеме 
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на фиг. 136, вывод этих выражений для случая белого шума 
значительно упрошается. Такой прием, вообше говоря, 
очепь полезен в том отпошепии, что с его помощыо ‘удается 
упрощать исследование сложных задач оптимального регу- 
лировапия 


16.7. Другие оптимальные фильтры. Одпо из основ- 
ных предположений, па котором построена теория фильт- 
ров. разобраниая в предыдущих разделах, заключается 
в стационарном характере рассматривасмых случайных функ- 
ций: как полезного сигнала, так и шума. Эти функции не 
могут быть подлинпо стационарпыми в течение очень дли- 
тельпого времени; их стационарный характер будет нару- 
шаться за счет естественного изменения состояния системы 
или же при преднамеренных изменениях ее рабочего режима. 
Вернее предполагать, что случайные входы сохраняют ста- 
ционарный характер только в ограпичеипом интервале 
Т времени. В интервалах же времени. более длинных по 
сравнению с Т, случайные функции пе остаются стационар 
ными. Поэтому если фильтр рассчитан, исходя из допу- 
щения о стациопарном характере случайных фупкций, иесли 
характеристическое время фильтра болыне Т, то действи- 
тельность не будет отвечать теоретическим иссылкам и ка- 
чество действия фильтра будет более низким. В таких слу- 
чанх лучше отступить от теоретического «оптимального» 
фильтра и применять фильтр с меньшим характеристическим 
временем. 

Более удачное решение задачи основано ка построении 
теории оптимального фильтра с учетом времени Г. Для этого. 
мы потребуем, чтобы реакция А(?) фильтра на единичный 
импульс уничтожалась вне интервала 0 << Т. В этом 
случае выход /(1) выражается через вход х(8 посредством 
соотношения 


2 
#5) =. 


й 


5) 4. (16.70) 


#0) 


Как показывает это соотношение, выход зависит от входа 
только на протяжении конечного промежутка времени Т, 
отсчитываемого в обратном направлении от данного момента. 
Поэтому такие фильтры можно назвать фильтрами с конеч- 
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ной памятью. Фильтры же, рассмотренные в предыдущих 
разделах, для которых Г->о:, являются, таким образом, 
фильтрами с бесконечной памятью. 

Фильтры с конечной памятью рассматривали Задэ и Ра- 
гаццини. Им же") принадлежит решение задачи об опти- 
мальпом фильтре для задачи выделения полезного сигнала, 
подобной задаче, рассмотренной в предыдущем разделе. Они 
решили?) также задачу о сиштезе оглимальното фильтра 
в более сложиом случас, в котором входной сигнал состоит 
из двух частей: стационарной случайлой функции и песлу- 
чайной функции, предсгавимой с помощью мпоточлена я-й 
степени от {. Эта задача о сиптезе фильтра конечной памяти 
решается па основании следующих критериев качества: 
мы требуем, во-первых, уничтожения средней ощибки, а во- 
вторых, —-уничтожения средпеквадратичпой ошибки. Здесь 
уничтожение средней ошибки уже не обеспечивастся авто- 
матически из-за влияпия песлуча ной части сигнала. Одна- 
ко данные ими решения этих задач в общем случае трудио 
физически осуществить © помощью простых цепей типа ЮС. 
В самом деле, даже для более простой задачи фильтров 
с бескопечной памятью иногда бывает затрудпительно осу- 
ществить решелие. определяемое соотношениями (16.68) 
и {16.69}. 

Фильтры, применяемые на практике, могут быть лишь 
аппроксимацией фильтров, обесиечивающих теоретический 
оптимум. Следовательно, ценность теорегического решения 
состоит главным образом в выяснелии направления, в кото» 
ром следует вести проектировапие, и в определении свойств 
идеального образца. 


16.8. Общая задача фильтрации. Разумеется, ири 
отказе 9т неподходящих в общем случае цепей типа АС 
и гри использовании в качестве фильтров моделирующих 
устройств и даже цифровых машин мы все же сумеем при- 
менить на практике сложный процесс синтеза теоретических. 
оптимальных фильтров. В этом случае удастся практически 
достичь теоретического оптимального результата. 


1) См. примечание на стр. 389. 
2) ДаЧен Г. А., Кава! 1 ., В., Јошт, Арр1. Рћуѕ., 
Э1, 645—654 (1950). 
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Одпако с привлечением электромеханического вычисли- 
тельного устройства как составной части системы фильтра 
в больщой степепи возрастает сложность всей совокупной 
системы, что может оправдываться только в самых крайних 
случаях. Если система получается очень усложненной и доро- 
тостоящей, то уместен вопрос, действительно ли мы добились 
самото лучшего качества, Пути получепия оптимального 
качества, выявленные с помощью теоретических рассужде- 
ний, проведенных в предыдущих разделах, приводят к опги- 
мальтой системе фильтра лишь в пределах ограничений, 
связаиных е допущениями, на которых основана эта теория. 
Например, из этой теорни следует, что два случайных сиг- 
нала, обладающих одипаковой фупкцией корреляции или 
одинаковой спектральной плотностью, требуют одного 
и того же оитимальпого фильтра, что в пекотором смысле 
связано с известной общностью технических условий. 

Конечно, если бы мы располагали ббльшими статисти- 
ческими данными о сигнале, а не только зпали его спект- 
ральпую плетносіь, мы были бы в состоянии различать 
эти два сигнала и смогли бы улучшить конструкцию опти- 
мального фальтра путем использования таких дополнитель“ 
ных данных. Тогда мы смоглябы достичь качества, даже луч- 
шего ло сравнению с тем, которое возможно при так назы- 
васмом «оптимальном» фильтре. Очевидно, что такой обоб- 
щепный подход к задаче о синтезе фильтра непременно 
потребует и более разработанной теории вероятностей, чем 
та, которой мы пользовались. Здесь может иметь важные 
приложения и недавно сложившаяся наука—теория иифор- 
мация. В. этой области начало было заложено таким «веро- 
ятностным» направлением в задаче об отделении полезного 
сигнала от шума"). Но многое остается еще сделать. 

Теория Винера—Колмогорова об оптимальном фильтре 
основана ва критерии средвеквадратичной ошибки. При- 
меняя этот критерий, мы делаем существенный упор на 
уменьшекне до минимума больших ошибок, не уделяя зна- 
чительного внимания малым ошибкам. Однако во многих 
случаях мы больше заинтересованы в возможно более зна“ 


2) См., напри Мооашата Р, №, рауіев І. Е... 
Р]. Мая, 41, 1001—1027 (1950): Ргос, ТВЕ, 89, 1591—1594 (1951); 
оцга. Ітзі, Ес. Ривз. опбол, 99 (3), 37—51 (1952); $ Та 1еку 
Т. а, Ргос. ЦВЕ, 40, 1232-1236 (1952). 
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чительном уменьшепии часто повторяющихся ошибок и пас 
в меньшей стелени обеспокоят большие, ло не частые 
ошибки, 

Возможно также, что фуикция распределения вероят- 
ностей будет иметь резко несимметричный характер и сред- 
нее значение будет в значительной степени смещено по отно- 
шению к максимуму этой фуикции. 

В таких случаях критерий среднеквадратичной отлибки 
совершенно непригоден. В качестве простого примера обра- 
тимся к задаче Боде и Шэлиопа!) о предвидении того, будет 
ли на следующий день хорошая погода. Поскольку яслые 
дни составляют большинство и пе существует дней, кото- 
рые бы знамеполались отрицательными осадками, способ- 
пыми компенсировать дни с осадками, функция распре- 
деления вероятностей имеет весьма иссимметричный харак- 
тер. На осиовапии этой фупкции средпсе зпачение, опредо- 
ляемое исходя из мипим а среднеквадратичной ошибки, 
может соответствовать дню с моросящим дождем. Одпако 
для лица, оргапизукицего пикпик, такое предсказание пе 
имеет никакой ценности, Оно заинтересовано в том, чтобы 
знать вероятность настуцления дня с настоящей яспой 
погодой, пбо даже матов количество осадков испоргит весь 
пикинк. 

Теория оптимального фильтра, рассмотренная в этой 
главе, также исходит из допущения о линейности этого филь» 
тра в том смысле, что дифферепциальное уравнение, связы» 
вающее вход фильтра с его выходом, представляет собой 
линейное дифференциальное уравнение с постоянными ко- 
эффициентами. Но это ограничение имеет явпо произволь- 
ный характер, р опо наложено только с целью упрощепия 
теории и в расчете на то, что такие фильтры легко синтези- 
ровать с:помошью контуров тила ЯС. Для систем регули- 
рования с перемепными параметрами, как, например, для 
системы регулирования в задаче о наведении ракеты на цель 
(гл. ХІН), такие фильтры, конечно, непригодны. В случае 
систем с переменными параметрами кадлежащий фильтр 
также должен обладать переменными параметрами. Если 
фильтр остается все же линейным, так что к нему применим 
принцип наложения, то соотношение между входом и выхо- 


3) Во4е М. №. Знаппоп С. Е., работа, щит. настр. 376. 


дом будет попрежнему определяться реакцией па единичный 
импульс. Но в этом случае эта реакция уже будет функцией 
й двух переменных { и {*. Перемепая { определяет момент 
времсии съема реакции, а #*—-момеит времсни приложения 
импульса. 

Тогда подсчет выходной величины /(() по входной ве- 
личине х(ё) производится с помощью соотношения 


(16.71 


Следовательно, задача о построении оптимального филь- 
тра заключается прежде всего в определении фупкции 
А(1, =) и затем в нахождепни слособа физического осущест- 
влепия этой опгимальной реакции на едипичный импульс. 


Глава ХУП 


УЛЬТРАУСТОЙЧИВОСТЬ И МУЛЬТИУСТОЙЧ ИВОСТЬ 


В предыдущих главах мы рассмотрели методы проскти- 
рования весьма сложных систем автоматического регули- 
рования, позволяющие удовлетворить почти любым на- 
перед заданным техлическим условиям, Қопечио, чем слож- 
нее система, тем больше вероятность неправильного сраба- 
тывания системы из-за ошибок в сборке ее или из-за выхода 
из строя отдельных элементов системы. Поэтому в сложных 
системах автоматического регулирования исключительное 
значепие преобретает задача обеспечения надежности кон- 
струкцин в экеплоатационпых условиях. В настоящей 
и в последующей главах мы рассмотрим эту задачу с двух 
различных точек зрелия. 

Настоящая глава посвящена вопросу о возможности 
придания системе определениой стелени гибкости и способ- 
ности к приспособлению, так чтобы система регулирования 
сама, без вмешательства человека, автоматически выправля- 
ла случайные и непредвиденные ошибки, допущенные при 
ее синтезе. Таким образом, подобная система автоматическо- 
го регулирования способна «сознавать», как ей следует себя 
вести, и обладает почти гомеостатическим механизмом 
живых существ, благодаря которому опи выживают при 
различных меняющихся условиях внешней среды). Есте- 
ственно, что это понятие самопастройки в сложной системе 
заимствовано из изучения поведения живых существ, так 
как именно у живых существ характеристики этой само- 
настройки выступают в лаиболее отчетливом виде. Наши 
рассуждения в этой главе основапы на замечательной книге 
У. Р. Эшби?) о происхождении едипственной в своем роде 


1) Конечно, слово «сознавать» в данном случае следует изять 
в кавычки. рим. ред. 
%) АЗНЬУ М. В., Оезин [ога Втав, Меу Уогк, 1952. 
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способности нервной системы вызывать поведенке живого 
существа, отличающееся характером приспособления. 
Могут существовать различные мнения о том, как в д 
ствительности построеп мозг того или иного живого 
существа. Но наша цель состоит просто в том, чтобы 
показать, что с помощью механических средств можно 
заставить систему приспосабливаться. При этом мы 
пе рассматриваем здесь вопроса о том, является ли предла- 
гаемое механическое решение задачи едипственпым или нет. 


17.1. Ультраустойчивые системы. Для простоты рас- 
смотрим пекоторую автономную систему, определяющуюся 
двумя переменными у, и уз, как это уже встречалось 
в п.10.5. Фазовой плоскостью ужит, следовательно, 
плоскость переменных и, /.. Обозначая через 2 время, 
напишем систему двух дифференциальпых уравнений, 
определяющих поведепие системы, В виде 


ад 


аА 9:9, 


(17.6) 


@1 


а 1а 0 


где под зпаками функций р, и ѓ, включен дополпительный 
параметр $. Это означает, что функциональное соотпоше- 
нме, связывающее Фу’ и аи, с Одной стороны, 
ии и у – с другой, определено только в том случае, 
когда задано значение параметра {. В частлости, пусть є 
пробегает дискретпую последовательпость значений. При 
этом поведение системы определяется геометрическими 
местами” точек (у, #,) (фазовыми траскториями), причем 
точка (01. и.) движется по соответствующей фазовой 
трасктерин в наиравлепии, отвечающем возрастанию вре- 
мени; каждое такое геометрическое место начинается 
в различпых пачальных точках па фазовой плоскости. 

В этих условиях очевидно, что число различных форм 
поведения системы равно числу различных значений этого 
параметра <, причем, по условию, С принимает зпачения, 
принадлежащие дискретпому миожеству. Пусть, например, 


от параметра $ зависит линейная система, рассмотренная 


в п.10.5 (причем иги и = 0), а & может принимать 
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пять различных зпачен отрицателыюе, меньшее — 1; 
отрицательное, заключенное между би — 1; равное нулю; 
положительное, заключенное между пулем и единицей, и, 
наконец, положительное, большее 1. Этим пяти значениям 5 
будут отвечать пять видов процессов в системе, графи- 
чески изображенных па фиг. 82-86. Другой пример 
доставляет система уравнений 


а (17.9) 


где коэффициепты 4), @,5, @, И а», суть монотоипые 
фупкции параметра +. Ц этих условиях существует 
столько же различных сочетаний этих коэффициептов, 
сколько имеется различных значений парамстра <. Каждос 
такое сочетание коэффициентов определяет течение про- 
нессов в системе. 

В некоторых случаях такие системы будут устойчивы 
в том смысле, что вео фазовые траектории буд схо- 
диться к некоторой точке па фазовой плоскости — точке 
устойчивого равновесия. В других случаях эти системы 
будут неустойчивыми в том смысле, что фазовые траек- 
тории будут удаляться от точек разновесия. 

Копенио, чтобы процессы в системе протекали удов- 
летворительно, система должна быть устойчивой. 
Мы создадим желаемую способност» системы к приспо- 
соблению, ссли сумеем придать ей свойство автом. 
чески  отбрасывать исустойчивое течение процессов 
и сохраия1ь состояция, в которых эти процессы протекают 
устойчиво. Поступим следующим образом: окружим 
желаемую точку равиовесия системы замкнутым контуром 
и введем в систел перекхючающее устройство, кото- 
рос будст срабатывать так, что значепие параметра 6 
скачкообразпо измепяется каждый раз, когда фазовая 
траектория пересекает границу этого коптура. Исследуем 
действие такой схемы. Обращаясь к нссиедованию про- 
цесса, пачинающегося в точке Р, па фиг. 137, а, мы 
видим, что этот процесс будет неустойчивым и соот- 
ветствующая фазовая траектория перессчст контур нере- 
ключения в некоторой точке, которую обозначим через Р, 
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В момент пересечения переключатель сработает таким обра- 
зом, что значепие параметра. изменится на конечную вели- 
чину, в результате чего характер процесса в системе станет 
иным и будет определяться фазовой траскторией, пока- 
занной на фиг. 137, б. Новый процесс оказывается здесь 


ГЕЯ 


кантур 


Фиг. 187 


также неустойчивым, и поэтому состояние системы сме- 
стится из точки Ру в точку Р,, в которой фазовая траек- 
тория вновь пергсечет контур переключения. Опять срабо- 
тает переключающкее устройство, придавая параметру < еще 
одпо новое значение. В результате поведение системы опре- 
делится фазовой траскторисй, изображенпой на фиг. 137, в. 

Но и это поведеппе системы, хотя и связанное с на- 
личием точки устойчивого равновесия внутри контура 


26 Цзянь-Сюэ-Сэпь. 
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переключения, не предохраняет систему от ухода изобра- 
жающей точки за пределы контура, что должно произойти 
в точке Р, Таким образом, переключатель должен сра- 
ботать в трегий раз, после чего поведелие системы будет 
определяться фазовыми траскториями, изображенными 
па фиг. 137, е. В этих условиях систеха становится уже 
устойчивой и изображающая точка системы из положе- 
ния Р, стремится к точке Р, равновесия. Этот тип 
действия сисгемы сохранится, так как благодаря устой- 
чипости положения равновесия изображающая точка 
системы не пересечет коптура переключения и, таким 
образом, не произойдет возбуждения персключающего 
устройства, призванного изменять параметр $. 

Поэтому, чтобы заставить систему автоматически 
искать устойчивый режим, отбрасывая неустойчивые ре- 
жимы и сохраняя режимы устойчивые, достаточно лишь 
ввести в систему персключающее устройство и задать 
определенный конур переключения. В остальном последо- 
вательность персключений может быть совершенно произ- 
вольной. Гели ойчивый режим достигается сразу же 
после перпого переключения, то тем лучше для стабилизи- 
руемого процесса. Но окончательный результат действия 
переключателя один и тот же, один ли раз сработал этот 
переключатель. или три раза. Система всегда достигпет 
устойчивости. Таким образом, мы оказываемся в состояния 
достичь целеустремленного поведения системы с помощью 
чисто механических средств. Такая система автоматически 
сохраняет устойчивость, и пам нет надобности заботиться 
об устойчивости при её проектировании, ибо она сама 
вайдет  состояпие устойчивости"). Таким образом, 
такая система обладает свойствами, более сильными, чем 
только, свойство устойчивости, н поэтому, следуя Эшби, 
мы будем называть ее ультраустойчивой. 

Наш пример автономной системы с двумя пезависимыми 
переменными можно обобщить на случай системы и пере- 


1) Само собой разумсстсн, что при этом система должна 
быль устойчивой хотя бы при одпом из возможных значений 
параметра омощыю  персклю- 


физически осущесль іяемых е 
чаютцего устройства. В системах структурно неустойчивых, т. е. 
неустойчивых при любом {, этог призм ме привсдет к успеху. — 
Прим. перев. 
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менных у, #=1,...1. При этом соответствующую 
систему дифференциальных уравнений можно записать 
в виде 


(р у Чо 0) Е. т, (17.3) 


где < — параметр, который принимает различные зпачения 
каждый раз, когда фазовая траектория в фазовом про- 
странстве переменных у, пересекает поверхность перекдю- 
чения. Под поверхностью переключения в данном случае 
мы понимаем замкнутую гиперповерхность п— 1 измере- 
ний в фазовом пространстве я измерен, Такая система 
также является ультраустойчивой. 


17.2. Пример ультраустойчивой системы. Чтобы 
продемонетрировать дейслвие ультраустойчивой системы, 
Эшби построил сравнительно просгую систему с четырьмя 
независимыми переменными, названную им гомеостати- 
ческой '). Четырьмя переменными 51, 5, ўз И И, служат 
углы отклонепия четырех агнитов, причем движения 
последних сильно демифированы. Положение каждого 
магнита управляется четырьмя обмотками, каждая из ко- 
торых питается токами, геперируемыми угловыми поло- 
жеянями всех четырех магнитов. 

Благодаря сильному демифированию магниты вращаются 
медленно, поэтому силами инерции можно пренебречь. 
Приравняв движущие моменты магнитов, создаваемые 
обмотками, момепту сил вязкого трения, мы получим 
уравления движения магнитов: 


(17.4) 


1) Апу №. В., Еісігопіс Епа., 20, 379 (1948). 
26* 
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В реальной установке абсолютные величипы коэффи- 
циентов аз, а, -.., @а можно изменять ири эксперименте 
путем регулирования токов в обмотках с помощью потен- 
циометра, знаки же этих коэффициентов можно изменять 
посредством коммутаторов, включенных в пепь обмоток. 
Кроме того, одна из обмоток каждого магнита питается 
током черсз посредство переключателя, имеющего 95 воз- 
можных положений. При отклопении одпого из магнитов 


|хоммуатор, ау 


Магнит №1 
У 


Потенциотеитр 
Д 


у 


коммутатор 


У 


25-позиценный 
пербкаючатель | ———— у, 
235; ар 


Переключахельсрадативаетї 
алдый раз когда || = 45° 


Фиг. 138 


на 45° в любую сторону соответствующий переключатель 
срабатывает и прянимаст произвольное новое положение. 
Таким образом, четыре коэффициента среди а, (#, ј = 1, 2, 
3, 4) могуг принимать каждый одно из 25 зпачений, 
определяемых произвольным срабатыванием четырех пере- 
хлючателей, ля каждого магпита или, лучше сказать, 
для каждой переменной у, мы можем построить блок- 
схему, подобную приведенной на фиг. 138. 

Таким образом. поверхностью переключения гомеостата 
служит «куб» в четырехмерпом прострапстве с центром 
в начале координат, ребра которого соответствуют угло- 
вому леремеғенню на 90`. Каждому сочетанию коэффи- 
циентов а;,, задаваемому экспериментатором, соответ- 
ствуют 983 = 390 625 ‘сочетаний значений четырех 
коэффициентов, определяемых положениями четырех 
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переключателей. Поэтому каждой входной настройке 
коэффициентов отвечает 390 625 режимов гомеостата, при- 
чем некоторые из пих будут устойчивыми, а другие— 
неустойчивыми. Вирочем, неустойчивые режимы система 
автоматически отбрасывает, 

Теперь можно продемонстрировать свойство ультра- 
устойчивости. Сиачала для простоты рассматривается толь- 
ко одип блок, охвачеииый обратной связью па себя через 
посредство единственного переключателя; другие обмотки 
отключены. Поведение одного магнита, изолированного от 
остальных, графически изображено на фиг. !39, где верхняя 


РЛ 


_ Прямая __ 
переключения’ 


—\ НН: 


Фиг. 130 


— > Время 


кривая показываег угловое отклонение магнита, а нижняя 
кривая характеризует действие переключателя. В точке Э, 
эксперимептатор вручную возмущает движение магиита, но, 
так как положение переключателя случайно соответствует 
устойчивой системе, это отклонение быстро выправляется. 
В точке А, эксперимситатор меняет полярпость цепи обрат- 
ной связи, в результате чего в старом положении пзреклю- 
зателя система оказывается пеустойчивой и угловое откло- 
нение магнита достигает линии срабатывания переключа- 
теля (прямая переключелия показана на фиг. 139 пункти- 
ром). Переключатель срабатывает. После одпого скачка 
ключа переключателя система стаповится устойчивой, 
о чем свидетельствует результат пробного возмущения 
в точке 2... В точке А, экспериментатор вновь меняет поляр- 
ность цепи обратной связи. На этот раз ключ переключа- 
теля поочередно принимает уже четыре случайных положе- 
ния, прежде чем система становится устойчивой. Об устой- 
чивости состояния системы после четвертого переключения 
свидетельствует результат пробного возмущения, осушест- 
вленного в точке Э 


Перейдем к следующему примеру, в котором мы рас- 
сматриваем движение двух взаимодействующих магнитов, 
угловые координаты которых суть и; и у». Коэффициент а», 
устанавливается экспериментатором, а коэффициепт «0, 
определяется положением переключателя. Значения всех 
остальных коэффициентов усланавливаются равными нулю. 


в 


у» ЧА---пряная порэкличения 


2, 
2, Аг Ч 
Ит 
=: Прямая переключения 
У 
———» йрена 
1. 1—44 
Фиг. 140 


Каждой настройке коэффициента а», отвепают 25 различ- 
ных режимов, обусловливасмых 25 положениями персклю- 
чателя. Результаты эксперимепта можно графически пред- 
ставить с помощью фаг. 140, где две верхпие кривые изобра- 
жают отклонения переменных у; и у,, анижняя кривая харак- 
теризует действие переключателя. Реакция системы ла проб- 
пое возмущение, осуществляемое в точке 2, ‘указывает на 
то, что даниое состояние системы устойчиво, а отклонепия 
у и 3 имеют одинаковые знаки, В точке А, происходит 
измепение знака коэффициента а», что достигается изменс- 
нием полярности обмотки магиита с координатой џ,, питае- 
мой током от магинта с коордипатой у. Это действие при- 
водит к неустойчивости, ив результате отклонение и; дости- 
гает липин переключения. Положение здесь выправляется 
сразу после первого срабатывания переключателя. Как по- 
казывает реакция системы на пробнос возмущение, прило- 
жеппое в точке Р), система теперь становиться устойчивой, 
а отклонения у; н у, оказываются различными по знаку, что 
и следовало ожидать. В точке №, зпак коэффициента а». 
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опять изменяется и совпадает теперь с его знаком в точке Р: 
положение персключателя соответствует при этом пеустой- 
чивой системе. Теперь переключатель срабатывает три раза 
подряд, прежде чем достигается устойчивый режим систе- 
мы. Как видно из результатов испытания, нроведепиого 
вточке Р, после третнего срабатьвания персключателя 
система действительно становится устойчивой, причем оба 
отклопения у: н 0, оказываются одного и того же зпака, 


У В, т 2, 
В 


-—- Прямая переключения 


-/ 


41945 


Фаг. 141 


В качестве примера способпости ультраустойчивой 
системы применяться даже к непредвиденным условиям 
(т.е. к условиям. пе рассматривавшимся до физического осу- 
ществлелия машины). исследуем попедение системы при 
обстоятельствах, хариктеризусмых графиками па фиг. 141. 
Здесь рассматриваются движения трех ззаимодействуюших 
магкитов, В начале состояние системы устойчиво, о чем 
свидетельствует реакция системы на возмушение, приложен- 
пое в точке О,. Отклонения у; и у; имеют одинаковые злаки, 
а знак олклолепия у, им иротивоположен. Пусть в точке 7 
мы подвергли гомеосзат пеожпданпому воздействию, 
скрепив магниты с координатами р; и и. таким образом, 
что мачипая с этого момепта опи должны двигаться 
как сдно лело. Эта дополнительная связь, наложенная 
на систему, прогиворечит предыдущей установке переклю- 
чателя. Система становится пеустойчивой и в результате 
претериеваег большое отклонение, от которого происходит 
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срабатывание переключателя. Далее система последователь- 
но отбрасывает три пеустойчивых режима и только после 
этого достигает устойчивости, о которой свидетельствует 
ве реакция на пробное возмущепие, приложенное в точке Р.. 
В точке Ю жесткая связь между магнитами с коордипатами 
Уу и у. разрушается и система вновь становится пе- 
устойчивой и требует пового срабатывапия переключателя. 


17. 3. Вероятность нахождения устойчивого режима. 
В предыдущих разделах мы описали характерную способ- 
ность приспособления ультраустойчивой системы, а имелио, 
способность искать устойчивые режимы при любых обстоя- 
тельствах, Но при этом возникает вопрос: всегда ли увснчи- 
ваются успехом эти поиски устойчивого режима? Какова 
вероятность успеха? В случае автономной системы и пере- 
менных, описываемой системой уравнений (17.3), каждому 
значению параметра 5, принимающего дискретные значения, 
отвечает обычная динамическая система. Следовательно, пол- 
ному диапазону изменения параметра - отвечает некоторое 
множество автономных динамических систем л переменных. 
Определим вероятность пахождепия устойчивого режима 
внутри поверхкости переключения следующим образом. 
Возьмем в фазовом пространстве наудачу точку 2(и,;) и окру- 
жим эту точку бесконечно малой окрестностью ФУ. Тогда 
мы можем найти дифференциальную вероятность 4р как 
ту часть множества динамических систем, которая обладает 
устойчивым равповесием внутри объема ФУ. Теперь проиите- 
грируем 4р по всему фазовому пространству, ограничен- 
ному поверхпостью переключепия. В результате получим 
общую вероятность р нахождения устойчивого режима, 
соотвстствующую заданной поверхности переключения. 

Едва зтужпо отмечать, что фактическое вычисление 
этой общей вероятности представляет собой очень трудпую 
математическую задачу. Чтобы получить пекоторое пред- 
ставление о величине этой вероятносги, Эшби провел эле- 
ментарный подсчет для множества линейных систем вида 


а _ 
ГОИ 


и» р 1 дуу (17.5) 


В этом случае имеется только одпа точка равновесия, а имеп- 
но, начало координат. Вопрос об устойчивости системы 
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решается исследованием характеристического уравнения 


76 


5, 


Бели вещественпые части всех корней ^ отрицательпы, 
то система устойчива. Корень ^ пазывается, как известио, 
собственным числом матрицы а;,. Таким образом, вероят- 
ность получепия устойчивого режима равна всроятности 
того, что собственные числа матрицы ау принадлежащей 
к пекоторому множеству, всебудут имстьотрипательные дей- 
ствительные части. Эшби рассмотрел простейшее возможное 
распределение, а именно прямоугольное распределение. 
В этом случае каждый элемент а;, матрицы может с одипако- 
вой вероятпостью принимать зкачение, равпое любому це- 
лому числу от —9 до -! 9 включительно. Выбор чисел «,; 
был произведен с помошью таблицы случайных чисел. 
При и -1 вероятпость нахождения устойчивого режима 
равна, очевидно, 1/3. Для систем более высоких порядков, 
Эшби проводил исследование на устойчивость с помощью 
правила Гурвина; результаты его поисков сведены в табл. 3. 
Как следует из этой таблицы. вероятпость р паступления 
устойчивости убываст с повышением порядка системы. 
Приближенно эта вероятность равпа (1/,)". 


Таблица 3 


Число, 

устойвниых 
случаев 

(в прощенгах) 


| Число | 
п | исиытаний 


ЕЗ9 


Вероятность нахождения устойчивого режима можно 
повысить, если ограничить возможные значения коэффи- 
циептов а;; пекоторой областью их благоприятных зна- 
чений. Пусть, например, все диагональные элементы 
равны нулю или отрицательным числам. Тогда система 
всегда будет устойчивой, если только переменные 
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не взаимодействуют. Вероятность наступления устойчи- 
вости в случае одной переменной, т. е. при л в дан- 
ных условнях равна, консчпо, едипице. При п--2 эта 


вероятћость равна 3:4. Резулыаты соответствующих 


испытаний, проведенных Эшби, приведены в табл. 4. 
Таблица я 
Е 6545 Ё 
| $ | Число 
| число тисе г устойчивых 
я | невютаннй $ Устойзивых слуваен 
М {и процентах} 
оа ЕЗ ЕЙ 
2 120 87 72 
З 100 55 55 


Таким образом, вероятность р нахождения устойчивого 
режима системы оказывается более высокой, по, тем не 
менео, убывает с ростом числа переменных. 

Если исходить из этих наблюлений, то представляется 
справедливым мнение о том, что вероятпость устойчивости 
произвольно построениой системы неизменио убывает 
с ростом сложпости системы. Поэтому вероятность того, 
что сложная система булег неустойчивой, намного более 
вероятности того, что такая система будет устойчивой. 


17.4. Установившиеся поля фазовых траекторий. 
Следуя Эшби, дадим теперь определенное пазвашие р 
жиму поведения системы, отвечающему каждой данно 
настройке параметра {. Совокупность траекторий в фазо- 
вом пространстве, характеризующих поведение системы, 
пазовем молел фазовых траекторий. Различным значениям 
параметра отвечают различные поля фазовых траскторий. 
То устойчивое поле, к которому мы окончательно придем 
после переключений параметра, назовем установнешинся 
полем. Таким образом, действие ультраустойчивой системы 
главпым образом состоит в разыскапии устаповившегося 
поля. Поэтому исключительно важно знать среднее 
число № переключений, необходимое для достижения 
устаповившегося поля. Это чнело № определяется очень 
просто через посредство вероятпости р нахождения устой- 
чивого режима ультраустойчивой системы. Очевидно, что 
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вероятность достижения устаповившегося поля после 
лервого же срабатывания переключателя равна самой 
пероятности р, а вероятность получения неустойчивого 
режима равна 9=1-—р. Если переключение происходит 
идеально случайным образом, то вероятность устойчивости 
второго поля попрежнему равна р, а вероятность неустой- 
чивости вгорого поля равна 9. Таким образом, относи- 
тельная вероятпость того, что второе поле будет уста- 
новившичся, разна рӯ. Относительная же героятпость 
того, что второе поле не будет установившимся, равна 97. 
Отсюда мы приходим к выводу, что отпосительная вероят- 
ность достижения устаповившсгося поля после т-го 
срабатывания переключателя равна рд". Таким образом, 
среднее число А’ срабатываний переключателя для дости- 
жения установившегося поля равно 


(17.7) 


Если р очень мало, то в очень больших системах число № 
срабатывапий переключателя, необходимое для достиже 
ния устойчивого режима, окажется очень большим. Это 
зпачит, что процесс ноисков установившегося поля будет 
длительным и, повидимому, пойдет по окольному пути. 
Установипшесея поле может носить особый характер 
в том смысле. что только небольшая часть фазовых траек- 
торий будет стремиться к точке равновесия, тогда как 
остальпые фазовые траектории будут расходиться от точки 
равновесия и пересекать поверҳность переключения. Такое 
поле будет обладать свойством установившегося поля только 
в том/случае, если фазовая траектория, ведущая от исход- 
пой точки па этой поверхпости, окажется принадлежащей 
к первому небольтому множеству траекторий. Мы покажем 
здесь, что такие особые устаповившиеся поля ие являются 
для нас благоприятными. Если среди всех возможных полей 
ультраустойчивой системы имеется некоторая часть таких 
особых полей, то число таких полей, пригодпых для 
использования в качестве устаповившихся, нампого меньше. 
Чтобы показать это, обозначим через часть поверхности 


ость и мультиусти 


переключения, обладающую тем свойством, что фазовые 
траектории, исходящие из точек этой части поверхности, 
будут достигать точки равновесия. 

Например, для полей, изображенных па фиг. 137, а, 6, 
&= 0. Для поля, изсбраженного на фиг. 137, в, при- 
близительно равно 112. Для поля, показапного нафиг. 137, г, 
1. Пусть теперь (А) 4 — часть всех возможных полей 
ультраустойчивой системы, для которой зпачение А заклю- 
чено между ё и ё +4. Таким образом. /() представляет 


собой функцию распределепия возможных полей ультра- 
устойчивой системы и, но определению, 

П 

иван, (17.8) 


5 


Поэтому, так как установившесся поле могут создать 
только те фазовые траектории, которые выходят из 
части & поверхпости переключения, вероятпость лолуче. 
ния устаповившегося поля с величиной А, заключенной 
в пределах между ё и #-- 06, равпа АЁ (к) 4. Итак, фумк- 
ция распределения 6 (К) установившихся полей связана 
с функцией /(&) распределения возможных полей ультра- 
устойчивой системы с помощью состношення 


800-00. (17.9) 
{вту ав" 
ё 
Очевидно, что 
| 
\ 5004-1. (17.10) 


Таким образом, устаповившиеся поля отчетливо сгущаются 
в сторопу больших значений &, что и показывает график 
на фиг. 142. Следолалельно, особые \становившиеся поля 
встречаются редко. Одпако истиниое распределение уста- 
ковившихся полей не обязательно совпадает с их теоре- 
тическим распределением, соответствующим соотпошению 
(17.9). Причина этого явления состоит в том, что на вся- 
кое состояние равловесия в усгаповиешемся поле дей- 
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ствуют случайные возмущепия. Если точка равновесия 
в фазовом пространстве лежит очень близко от поверх- 
ности переключения, то даже относительпо малое возмуще- 
ние может в некоторый 
момепт вывести систему 
за поверхность переклю- 
чения и тем самым раз- 
рушить данное усгановив- 
шсеся поле. Поэтому, 
чтобы устаповивщееся ло- 
ле обладало значительной 
вероятностью сохраниться 
под действием случайных Ги т я 
возмущений, топка равно- 

весия должна распола- Фиг. 142 

гаться в цептральной ча. 

сти области, ограниченной поверхностью включения, Папри- 
мер, как показано на фиг. 143, поле в заведомо более устой- 
чиво по сравнению с полями а и б. Поле б содержит как 
точку неустойчивого равновесия, так и предельный цикл. 


Ү(К) 
900) 


Контур. 
переключения 


а б в 
Фиг. 143 


Чтобы облечь это поиятие устойчивости поля по огно- 
шению к случайным возмущепиям в форму количествен- 
ных соотношений, введем вероятность с сохранепия уста- 
новившегося поля после одиночного возмущения. Если 
поле содержит только одну точку Р устойчивого равно- 
весия (фиг. 143) и если задана функция распределения 
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случайных возмущений состояния равновесия в точке 
Р,-- например функция распределения Гаусса, —то о про- 
сто сводится к интегралу от этой функции распределения 
возмущения, взятому по той части фазового прострапства, 
которая охвачена поверхиостью переключения. Если в уста- 
новившемся поле содержится предельный цикл 5, тос 
представляет собой среднее значение вероятности сохране- 
ния поля; при этом каждая точка па предельпом цикле 
принимается за точку равновесия, а уһазанное среднее 
значение вероятности взвешивается в соответствии с вре- 
менем пахождения системы в соответствующей точке пре- 
дельного цикла. После этого мы можем каждому уста- 
новившемуся полю поставить в ссответствие вероятность о. 
Пусть Ф (з) есть функция распределения установившихся 
полей по о; тогда вероятность нахождения установив- 
шегося поля со зпачением с в промежутке между с 
и с+ 43 равпа $ (<) йс. Таким образом 
1 


{ е0) = 1. (17.1) 


р 
Однако истинная функция распределения установившегося 
поля равпа ф (о), причем 
| 
а 


о 


(17.19) 


Чтобы выразить ф (з) через посредство $ (с), заметим 
прежде всего, что распределение $ (з), являющееся истип- 
ным распределением установившегося поля, пе зависит от 
случайных возмущений. Далее, образим влимапие на то, 
что после . одпого возмущения зе поля, для которых 
вероятность з заключена между о и а -- о и отпоситель- 
ное число которых составляет $ (2) о, будут обладать 
вероятностыо © сохрапелия и вероятностью 1 — = разру- 
шения. Полное относительное число полей, уничтоженных 
в результате воздействия со стороны одного слуу 
возмущения, таким образом, равпо 
1 


фа). 


5 
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Закон распределения повых установившихся полей отве- 
чает закономерности, справедливой для теоретических 
установившихся полей, т. с. определяется функцией ф (о). 
`Поэтому полное олпосительное число установившихся 
полей, сохранившихся после одного случайного возмуще- 
пия в промежутке от = до з йз, равно 


1 
аз (а) йз а е (9) б (1-а) (9) а". 
0 


Но зто относительпое число пропорционально ф (е) ас, 
так как случайные возмущения не влкяют па итоговое 
распределение © (). Таким образом. обозпачая через С 
постоянный коэффициеит пропордиопальпости, мы можем 
написать 
П 
[699 9-26) 4 | =36)- 


0 


Иптегрируя это выражение по с от с = 0 до о = 1, можно 
показать, что при выполнении соотношений (17.11) н (17.12) 
С равно единице. Поэтому 


1 
оф(е) (8) 0-29) 4" = 8 (9). 


о 


В этом соотпошении интеграл представляет собой постоян- 
ную, пе зависящую от ‹. Таким образом, фупкция $ (о) 
пропорциональна о (2) /(1— а), так что, припимая во впи- 
мание равенство (17.12), мы будем иметь 


$ (о) (17.13) 


С помощью соотношения (17.13) можно определять 
истинную функцию распределепия устаповившегося поля 
по тсоретической функции распределения этого поля. Так 
как теоретическую функцию распределения можно вычи- 
слить по фупкции распределения всех возможных полей 
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ультраустойчивой системы посредством соотношения (17.9), 
то мы можем, по крайней мере теоретически, найти истин- 
ную функцию $ (с) распределения установившегося поля 
по заданным свойствам ультраустойчивой системы, 

{К тому же, как показывает соотношение (17.13), 
истинная функция © (о) распределения установившегося 
поля принимает наибольшие зпачения при больших значе- 
ниях ©, и это явлепие здесь выражено гораздо более 
резко, чем в случае функции Ф (о), что мы и ожидали, 
исходя из наших предыдущих иптуитивных рассуждепий. 
Это явление графически изображено па фиг. 144. Следует 


(а) 
40 а 


уга) 


0 Е й 
фиг. 144 


отметить, что от конкретной формы случайных возмуще- 
ний зависит только функция распределения Фф (о), тогда 
как соотношение между функциями Ф (3) и (о), выражен- 
ное равенством (17.13), не зависит от этой формы 
и справедливо при любом виде функции распределения 
возмущений: 


17.5. Мультиустойчивые системы. Как показано в пре- 
дыдущем разделе, следуст ожидать, что число А сраба- 
тывапий переключателя, необходимое для достижения 
установившегося поля, равно 14р, где р— общая вероят- 
ность устойчивости полей данной ьтраустойчивой си- 


стемы. Так как, пс нашей оценке, вероятпость р убывает 
в больших системах до очепь малых значений, число № 
может быть очень большим, Папример, если система 
содержит 100 переменных, то р ғ» [12% и № = 2190 =. 1089, 
Даже если принять, что переключатель срабатывает 10 раз 
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за одну секунду, то среднее время достижения устано- 
зившегося поля составит все-таки 3. 101° столетий. Столь 
длительное время установления вполне можно считать 
бесконечно большим, и практически ультраустойчивая 
система никогда не достигнет устаковившегося поля. 
Поэтому в больших системах, —т. е. именно там, где принцип 
ультраустойчивости имеет важное зпачение для достижепия 
устойчивого режима, —этот принцип оказывается непрактич- 
ным, 

Чтобы поправить положение, мы должны увеличить 
вероятность нахождения устойчивого режима системы. 
Один из способов увеличения этой вероятпости основан на 
хомпромиссе: система должна быть спроектировапа таким 
образом, чтобы поля ультраустойчивой системы принад- 
лежали к совокупности полей, устойчивых при ожидаемых 
эксплоатациоицых условиях. В этом случае при помощи пере- 
ключателя пришлось бы вносить лишь ограниченную на- 
стройку местного характера, Другими словами, синтез такой 
системы осуществлялся бы с помощью обычных методов, 
без применения принципа ультрауслойчивости. Ультра- 
устойчивость и связаппын ее осуществлением переклю- 
чатель вводятся лишь в ожидании возмущений. Например, 
мы можем разработать автопилот для пекоторого самолета, 
исходя из припципов. изложенных в предыдущих главах. 
Но у нас возникает опасение, что при сборке автопилота 
может быть допущена ошибка в устаповке полярности 
управляющего сигнала от автолилота на рулевую машинку 
элеронов: тогда при подаче сигнала на спускание эле- 
рона этот сигнал в действительности вызовет его подъем. 
Если эта ошибка действительно допущена при сборке, 
то автопилот не будет стабилизировать самолет; больше 
лого, система самолет—автопилот окажется неустойчивой, 
и движение самолета по крену окажется расходящимся. 
Однако эту ошибку в сборке можно компенсировать путем 
введения ультраустойчивости самолета в его движение по 
крену. Тогда в схеме подачи управляющего сигнала будет 
предусмотрено автоматическое переключение полярности 
каждый раз, когда крен самолета выйдет за установленные 
грапицы, характеризующие контур переключения. Систе- 
ма, снабженная таким переключателем, стаповится систе- 
мой ультраустойчивой, обладающей двумя полями: одпо 
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из них устойчивое, другое—пеустойчивое. Для достижения 
устойчивого режима необходимо выполнить, самое боль- 
шее, одно переключение, несмотря на то, что состояние 
системы самолет—автопилот может определяться весьма 
больщим числом переменных. Смысл такого компромисса 
заключается в том, что мы не обязаны предоставлять слу- 
чаю все переменные. Мы можем предусмотреть в проскте 
устойчивое действие системы почти при всех условиях 
и в сильной мере сузить возможный выбор полей системы, 
обеспечив меры безопасности только в отношении случай- 
ностей, которых мы имеем основание опасаться. Следова- 
тельно, такой подход и служит компромиссом между обы 
ными принципами синтеза систем автоматического регули- 
ровапия и принципом ультраустойчивости, 

Когда мы имеем дело с живыми существами, то пельзя 
заранее знать условия, в которых эти существа могут ок; 
заться, и поэтому по отношению к ним не существует воз- 
можности повышения вероятности нахождения устойчивости 
путем сужения выбора полей, характеризующих поведение 
системы. Эшби открыл другой пуль повышения этой вероят- 
ности. Оя заметил, что в очень сложных системах, насчиты- 
вающих большое число переменных, любое отдельное воз- 
мущение или измепение режима работы системы непосред- 
ственпо ажается только на относительно небольшом 
числе этих переменных, Таким образом, для этих конкрет- 
ных видов возмущений открывается возможность значи- 
тельного повышения вероятпости нахождения устойчивого 
режима путем изоляции переменных, непосредственно пре; 
терпевших возмущепие, от остальных перемепных системы 
и образования из этих изолированных переменных ультра- 
устойчивой. системы. Например, если под действием возм; 
щения непоередствентю нарушается течепие пяти перемеп- 
ных вместо 100, как мы это полагали в начале настоящего 
раздела, то ожидаемое время нахождения установившегося 
поля системы составит всего 3,2 сек.при тех же 10 срабаты- 
ваниях переключателя в секупду. Таким образом, если удаст- 
ся разбить 100 переменных системы на 20 классов по пяти 
переменных в каждом классе, с образованием из них 20 
раздельных ультраустойчивых систем, то полное время при- 
способления системы к совершенно новой совокупности ра- 
бочих режимов составит 20х3,2=64 сек. Этим будет до- 


17.5. Мультиустойчивые системы 419 


стигнуто огромное сокращекие времени поисков устойчивого 
режима по сравнению с ременем в 3.1019 столетий, требуе- 
мым для этих поисков в случае ультраустойчивой системы 
со всеми действующими соединениями. 

Копечпо, система, образованная из 20 отдельных систем, 
каждая из которых состоит из пяти переменных, не обладает 
гибкостью и богатством переходных процессов, присущими 
системе из 100 взанмодействующих связанных переменных, 
Однако, если любое возмущение действует только па пять 
переменных, то совокуппость этих раздельных систем по 
пяти переменных можно сделать равпосильной системе из 
100 перементых, если каждый раз группировать перемен- 
ные по всем этим совокуппостям в соответствии с действием 
возмущения. Так, если возмущенпые персмеппые суть и, 
у, у, Уа И 05. ТО эти пять переменных следует сгруппиро- 
вать в одну ультраустойчивую систему пяти переменных. 
Если же последующее возмущение отражается на перемен- 
НЫХ 15, 95, Ио» Изв И Уе ТО ультраустойчивая система обра- 
зуется именио из этих пяти переменных. Это явление после- 
довательного перегруппировапия переменных в «подсисте- 
мы» (совокупности) в соответслвии с условиями работы систе» 
мы Эшби назвал дисперсией режимов. Физнчески дисперсию 
можно осуществить путем обращения функций Ё(9;, #5 
925). входящих в уравнение (17.3), в пуль при расположе- 
нии точки (91, 2,-.-, У.) внутри некоторой области в фазовом 
пространстве. Тогда эти величины у; будут сохранять 
постояппое значение по премепи, а по отношению к другим 
персменным они будут играть лишь роль пробных парамет- 
ров. В нашем примере, рассмотренном выше, при первом 
возмущений точка (01, 9»,..., 9.) расположена в такой об- 
ласти фазового прострапства, в которой {,=0 при всех зна» 
чениях #,. кроме значений #=1, 2, 3, 4 и 5. При втором воз. 
мущении }, исчезает при всех і, кроме і=2,5.10.98 и 99. 
Такое поведепие фупкций означает, очевидно, лишь то, 
что для производных 4у;/4Ё существуют различные порого- 
вые значения. Конечно, такие пороговые значения существу- 
ют, как можно ожидать, во всякой физической системе. 
Поэтому физически дисперсия осуществляется довольно 
легко. 

Систему ультраустойчивых подсистем, образованную 
с обеспечением возможности дисперсии, Эшби назвал 
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мультиустойнивой системой. Ясно, что мультиустойчивая 
система обладает способностью к приспособлению, при- 
сущей ультраустойчивой системе, ло той простой причине, 
что она образована из ультраустойчивых подсистем. Од- 
нако она отличается от отдельной ультраустойчивой системы 
с равным числом переменпых по продолжительности по- 
исков, требующихся для достижения установившегося поля. 
Мультиустойчивая система обладает гораздо мепьшим вре- 
менем установления, благодаря чему принцип ультраустой- 
чивости оказывается практически осуществимым. Кроме 
того, мультиустойичивая система, реагирующая на последо- 
вательные возмущения последовательными проблыми про- 
цессами приспособления, тем самым срабатывает по этапам, 
т. е. допускает последовательное приспособление. Такое 
поведение повсюду обпаруживается у живых существ. 
Далее отметим, что, пак как второй и последующие про- 
цессы приспособлепия системы к некоторому возмущению 
непременно приведут к изменению параметра системы, при 
повторном возникновении возмущения, тождествелного пер- 
вому, в общем случае процесе в системе уже не будет сво- 
диться к воспроизведению процесса приспособления систе- 
мы, протекавшего в системе в ходе первого приспособления, 
В этом, по существу, и состоит дисперсия режимов. Другими 
словами, по мере того, как система становится «старше», 
опа становится И «мудрее», и ее поведегие уже пе ограни- 
чивается лишь воспроизведением процесса, последовавшего 
за отдельным преобладающим возмущением, а способно 
отвечать более широким требованиям. 


Глава ХҮШ 


ПРЕДУПРЕЖДЕНИЕ ОШИБОК В СИСТЕМАХ 


В предыдущей главе мы изложили методику применения 
принципа ультраустойчивости для придания системе регу- 
лирования свойства нечувствительпости по отношению 
к случайным ошибкам и непредвиденным выходам из строя 
отдельных элементов системы, что связано с рведепием 
простого устройства для изменения характеристик системы 
прн вслком возникновении неустойчивости. Так как ультра- 
устойчивая система будет автоматически разыскивать устой- 
чивый режим, система регулирования, разработанная на 
этом принципе, в действительности будет содержать как 
неустойчивые фазовые поля, так и устойчивые фазовые поля. 
Другими словами, при синтезе ультраустойчивой системы 
мы пе предприпимаем какой-либо попытки провести раз- 
личие между устойчивостью и неустойчивостью и отделить 
пригодные фазовые поля от непригодных. При этом ошибки 
в отработке системы рассматриваются лишь с точки зрепия 
вероятности их возникновения; в других отношениях они 
не характеризуются никак. В настоящей главемы подойдем 
к вопросу о надежности сложной системы регулирования 
с другой точки зрепия: мы преднамеренно введем в систему 
ошибки и`лоставим вопрос о том, как следует запроекти- 
ровать систему, чтобы она давала удовлетворительную 
отработку, несмотря на ошибки. Иначе говоря, мы желаем 
знать снособ предупреждения ошибок. 

Вопрос о предупреждении ошибок находится в настоящее 
время в начальной стадии своего развития. Задачу о пре- 
дупреждении ошибок мы пока можем рассматривать только 
по отношению к наиболее простым операциям; существующая 
теория полностью принадлежит Дж. Нейману!}), и плаше рас- 


1) Мецмаптп Ј., РгоБаЬіНзііе Тоже; апі ће Ѕұпіћеѕіз оѓ 
КВепаЪМе Отраліѕтѕ тот ОитеНзЫе Сотрапеліѕ, Ргіпіей поез оѓ 
Јесіцгеѕ #1уеп аї +һе Са1йогпіз Ілѕійиќс о? Тесһпоіору, Разадепа, 
Сајіѓогліа, 1952, 


422 Га. ХУНЕ. Предупреждение ошибок в системах 


суждение в данной главе представляет собой изложение 
работы Неймана. Паше изложение имеет целью ввести 
читателя в эту весьма важную область и отметить необходи- 
мость дальнейших обширпых исследований. 


18.1. Обеспечение надежности путем дублирования. 
Известно, что в общем случае можно повысить надеж- 
ность системы с иомощью простого приема дублирования. 


Х{(8) ——Г я» — У(8) 


а 


У(3) 


‘создчнение 
п систем 


Фиг, 


Например, если простая система, схематически изображен- 
ная на фиг. 145, а, обладает тем свойством, что при отказе 
в срабатывании эта система не создает на выходе ника- 
кого сигнала, то в целях предохранения против неисправ- 
ности мы можем снабдить систему запасными системами, 
тождественными с нею; всс такие системы соединены парал- 
лельно, по схеме, показанной на фиг. 145, б. Пусть р— 
вероятность отказа в срабатывании исходпой системы 
(р—число, заключенное между нулем и единицей); тогда 
вероятность выхода из строя каждой отдельной системы 
в параллельном дублирующем соединении также равна р. 
Если звенья параллельной цепи пезависимы между собой, 
то вся цепь выйдет из строя только в том случае, когда из 
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строя выйдет каждое звено в отдельности. Таким образом, 
вероятность отказа в срабатывании всей параллельной си- 
стемы равна р". Увеличивая число м систем предохранения, 
мы можем достичь очень малой величины этой вероятности. 

Однако в общем случае ненсправность одного из элемен- 
тов системы регулирования не приводит к исчезновению 
выходного сигнала. На самом деле влияние такой неисправ- 
ности сказывается гораздо более вредпым образом: система 
все же создаст некоторый выход, но этот выход будет лож- 
ным. В этом случае простое дублирование системы, олисан- 
ное в предыдущем абзаце, будет педейственным, так как 
сочетание ложного выхода с правильным выходом достав- 
ляет ложный выход. Отсюда следует, что в противопо- 
ложность случаю отказа при таком неправильном сраба- 
тывании системы вероятность неправильного срабатыва- 
ния параллельной цени систем равна вероятности лепра- 
вильного срабатывания одинарной системы и при этом не по- 
лучается никакого повышения надежности. Поэтому задача 
о предупреждении ошибок является более трудной и более 
глубокой, чем это может показаться с первого взгляда, 
Тем ие мепее, как мы увидим ниже, принции дублирования, 
т. е. необходимость увеличения числа элементов, остается 
основным принципом. Задача же заключается в открытии 
новой группировки элементов для предупреждения отибки, 
так как простое параллельное сосдинение, показанное 
на фиг. 145, 6, не являстся действенным. . 


18.2. Основные элементы. Для упрощения исследования 
мы не будем рассматривать случай непрерывных входа и вы- 
хода и выберем элементарное звепо, вход и выход которого 
могут принимать лишь два дискретных значения, 0 и 1. 
Это означает, что как вход, так и выход или включен (воз- 
бужден), или выключен. Тогда характеристика рассматри- 
ваемого звепа определяется соотношением между состоянием 
входа и состоянием выхода. Будем всегда считать, что звено 
обладает одним выходом, но входов у него может быть 
несколько. Между выходом и входами имеется также неко- 
торое запаздывание во времени в том смысле, что выходной 
сигнал возбуждается лишь по истечении некоторого опреде- 
ленного промежутка времени после возбуждения входов. 
Такое звено обладает свойствами релейного элемента, 
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Для олисания действия этого звена введем четыре вида 
входов: возбуждающий вход, запретительный вход, постоян- 
но возбуждающий вход и вход, который никогда не возбуж- 

И дается (заземлеңнпый рход). Этв 
Возбутдающий > входы графически изображают. 
ха) ся символами, приведенными 


Запретительный на. фиг. 146. Само же звепо 

89х00 изображается кружком, по ле- 
Постоянно вую сторону которого располо- 
ООН И > жены символы входов, а по пра- 


Р вую его единственный выход, 
Заземланиый 4—9 В кружке помещена цифра №, 
Я означающая, что для возбуж- 

Фиг. 146 дения выхода число фактиче- 

ски действующих возбуждающих 
входов должно превышать число фактически действующих 
запретительных входов на А или больше, чем на ё. Так, на 


=0-=0--9- 


Фиг, 147 


фиг. 147, а изображено звено, выход которого включается 
только при включении обоих входов @ и 5; такое звепо можно 
назвать аб-звеном. Нафиг. 147, б показано звено, выход ко- 
торого включается при включении 

а или входа а, или входа 5, или обоих 
вместе; его можно назвать а-|- 6-зве 
ном. Нафиг. 147, в приведено звено, 
а выход которого включается толька 
Фиг. /М8 при отключении входа а; его можно 
назвать 671-звеном. Кстати, если 

рассматривать входы в качестве условий, при которых 
некоторое утверждение справедливо (включено) или не- 
справедливо (выключено). то три звена, изображенных 
на фиг. 147, определяют три основных операции булев- 
ской алгебры 1). В цифровой счетной машине, действующей 


®) Этн устройства иногда назылают элементарными логическими 
блоками, Прим. ред, 
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по двоичпой системе, эти звенья суть основные опера- 
ционные звенья. Если вычислительные операции необхо- 
димо спабдить памятью, то устройство памяти можно вы- 
полнить на основе второго звена на фиг. 147, охватив его 
обратной связью по схеме, изображенной на фиг. 148. Как 
только вход о возбужден, товозбудится и выход—даже если 
впоследствии этот вход и будет выключен. 


АХ 
Я (а) ры 


Соединение Шеффера 
Фиг, 149 


В дальнейших рассуждениях будет невыгодно строить - 
теорию на этих трех основных элементах. Однако эти три 
звена представляют собой частные случаи одного фундамен» 
тального звена, Рассмотрим соединение, показанное на 
фиг. 149 и называемое соединением или звеном Шеффера. 
Так как два постоянно возбуждающих входа всегда вклю- 
чены, то мы можем исключить их из схемы и представить это 
соединение в форме, показанной на этой фигуре справа. 

Таким образом, выход звена Шеффера оказывается воз- 
бужденным в трех случаях: когда или не включены ни 
а, ни 6, или включен один из входов а илиб; но если вклю- 
чены оба входа-—@ и ё, то выход пе включен, Три основных 
звена, рассмотренных в предыдущем абзаце, можно постро- 
ить с помощью звена Шеффера по способу, изображенному 
на фиг. 150.. Конечно, как ай-звено, так и а--ё-звено можно 
представить посредством последовательного соединения двух 
звеньев Шеффера; таким образом, запаздывание по времени 
вдвое превысит соответствующее время для а 1-звепа, образо- 
ванного с помощью одного соединения Шеффера. Но так как 
рассматриваемое здесь понятие запаздывания означает 
всего лишь то обстоятельство, что выходы предшествуют 
входам, то точкая величина этого запаздывания не имеет зна- 
чения, и потому операции, различающиеся лишь величиной 
запаздывания, мы будем считать равносильными. Ноэтому 
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все три осиовные операции можно изобразить посредст- 
вом одного звена, образованного с помощью соединения 
Шеффера. х 

Такой выбор единого фундамептального звена не являет- 
ся единственным, Помимо соединения Шеффера, возможны 
и другие основные соединения. Однако соединение, выбран- 
ное нами за фундамептальное, оказывается удобным для 
дальнейшего рассуждения. Мы рассмотрим, прежде всего, 

а-звено 


а+Ь-звено 


а 


А 


в звено 
Е 
Фвг, 150 


предупреждение ошибок в операции, представимой звеном 
Шеффера; в результате откроется возможность синтеза 
любой сложной операции, построенной из звеньев Шеффера. 


18.3. Метод сложных сочетаний. Обращаясь к прин- 
ципу дублирования в целях повышения падежности си- 
стемы, заменим каждый отдельный вход связкой входов 
с п индивидуальными линиями. Таким образом, в системе, 
предстазймой с помощью только одного соединения 
Шеффера, а-входу соответствует п линий, которые обозна- 


чены символами а; (#= 1, 2,..., п); 6-входу соответст- 

вуют п линий 0; (2= 1, 2, ..., п), образующих выходную 
А нь 

связку. Далее, определим дробь 8, где 0 < ё < <, так, 


что если включены или выключены (1 — ё)и линий выход- 
ной связки, то выход рассматривается как включенный 
или выключенный целиком. Если включены или выклю- 
чены би линий выходной связки, то выход рассматривается 
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соответственно как выключепный или включенный цели- 
ком. Всякое промежуточиое значение считается резуль- 
татом неправильного действия системы. Таким образом, 
5 характеризует критический уровель степепи надежности. 
Существо задачи заключается в построении системы из 


а-связна, 
п линий 


линий 


Ъ-саязна, 
п лани 


Фиг. 151 


звеньев Шеффера таким образом, чтобы вероятность непра- 
вильного действия ес можно было уменьшить при задап- 
ной вероятности ошибок во входных связках и при задан- 
кой вероятности неправильного срабатывания отдельных 
звеньев Шеффера. 

В казестве первого приближения к задаче выберем 
одпу линию а, из входной а-связки и одну линию ё, 
из входней б-связки и будем считать их входами звена 
ИИсффера. Строение такой системы показано па фиг. 151. 
Очевидно, что ссли включены почти все линии обеих 
входлых связок, то почти все липии выходной связки 
окажутся выключенными. Если почти все липии обеих 
входпых связок выключены, то почти все линии выход- 
цой связки окажутся включенными. Такой общий харак- 
тер действия полной системы представляется удовлетвори- 
тельпым. Однако при более внимательном исследовании 
оказывается, что это не так. 

В самом деле, для выключения выхода соединения 
Шеффера необходимо возбудить оба входа, поэтому одкой 
ошибки в а-связке или в 6-связке будет достаточно для 
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возникновения ошибки в выходной связке. Следовательно, 
в предположении, что выход не возбужден, ошибка выхода 
представляет собой симли ошибок во входных связках. 
Подобным же образом з предположении, что выход воз- 
бужден, а выключена только одна входная связка, ошибка 
выхода совпадает с ошибкой во входпой связке. В пред- 
положении, что выход включен, а обе входные связки 
выключены, для возпикновепия ошибки в выходной связке 
требуется одновременное возцикновение ошибки в обеих 
входных связках, и поэтому уровень ошибки па входе 
уже не сохраняется на выходе. Итак, в некоторых усло- 
виях наблюдается увеличение ошибки, а в других — ее 
уменьшение. Такос обстоятельство нежелательно, так 
как дисперсия ошибок приводит к блужданию числа 
возбуждепных линий выходной связки в неопределенной 
области между 8" линиями и (1 — $) л линиями, что при- 
водит к повышению вероятности неправильной работы 
системы. 

Для подавления дисперсии ошибок мы можем ввести 
восстанавливающее устройство системы с помощью сле- 
дующего приема: возьмем каждую линию выходной связки 
в исполнительном устройстве, приведениом на фиг. 151 
{исполнительном в том смысле, что агрегат физически 
осуществляет операцию по схеме Шеффера во всей системе), 
и расщепим ес на две линии. Таким способом мы полу- 
чим 2п линий. Затем перемешаем эти 2и линий так, чтобы 
порядок следования их стал случайным. Выбирая после- 
довательные пары липий и используя их в качестве вхо- 
дов звена Шеффера, мы опять получим связку ө входных 
линий, что схематически показано па фиг. 152. Пусть 
в исходной связке содержится ай возбужденных линий. 
Очевйдно, что относительное число не возбужденных 
выходных линий составляет эл, == а“. Тогда относительное 
число а, возбужденных линий равно 


я. (18.1) 


Обозпачим через а, вероятность возбуждения исходных 
линий. Тогда при условии, что п достаточно велико, 
число а, определит вероятность возбуждения персмешан- 
вых линий. Но пока мы еще не получим восстанавлива- 
ющего устройства, Одкако, если соединить два таких 


а 
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устройства последовательно, то вероятиость а, возбужде- 
ния линий на выходе такого соединения выразится равен- 
ством 


(18.2) 


станавливающим устройством, о чем свидетельствуст сле- 
дующее рассуждение. На фиг. 153 графически изображена 


РР 6 
|еремешиванив: 
линий дпя 


п линий 


Фиг. 152 


зависимость между вероятностями а, и а. а, равно а, при 
выполиепии равенства 


т. е. когда в, 
если вероятность я, заключена между 0 и 


и: г а 
5 (0 5—1) = 0,618034, 


НИЕ 
0, (И 5—1} пли 1. Следовательно, 


Г 
то а; меньше, чем 23; если же и, лежит между чу (И 5 — 1) 


и 1, то <, больше, чем х,. Поэтому действие восстанавли- 
лающего устройства заключается в сдвиге вероятности 
возбуждения выхода в сторопу граничных значений 0 
или | и тем самым в уменьшении дисиерсии ошибки, вно- 
симой исполнительным устройством. 

Таким образом, как следует из предшествующих рас- 
суждений, наша система предупреждения ошибок состоит 
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из исполнительного устройства, состоящего из п отдель- 
ных элементов Шеффера, к которому полключено восста- 
навливающее устройство, образованное с помощью двух 
последовательно соединенных агрегатор, выполненных 
по схеме, показанной на фиг. 152; каждый из этих агре- 
гатов состоит из п элементов Шеффера и приспособления 
для перемешивания линий 

5 в случайпом порядке. По- 
Й этому для каждого звена 
Шеффера, работающего с 

идеальной точностью, не- 

обходимо развернуть дан- 

ную систему в сложиую 

систему, содержащую Зл 

элементов Шеффера. Мы 

видим, что при всяком за- 

дапном критическом уров» 

пе ё и при заданных ве- 


9 У -1 ї % ронткостях возникновения 
Е ошибок во ВХОДЛЫХ ЛИНИЯХ 
Фиг. 153 извеньях Шеффера мы мо- 


жем насколько угодно (о- 
высить надежность всей полной системы путем уреличе- 
ния п. Следовательно, в своей основе припцип повы- 
шепия надежности попрежнему заключается в дублирова- 
нии. Однако, как вытекает из пащего исследования В 
этом пункте, мы уже раслолагаем опредсленлой мето- 
дикой построения цепи из этих звеньев. Этот конкретный 
метод синтеза надежной в срабатывании системы из пе- 
надежных элементов пазывается методом сложных сочета- 
ний Неймава. 


18.4. Ошибка в исполнительном устройстве. Подсчи- 
таем теперь ошибку системы, построенной с помощью 
звеньев Шеффера по методу сложных сочетаний, описап- 
пому в предыдущем пункте, и посмотрим, действительно 
ли осуществляется в этой системе предупреждение оши- 
бок. Заметим прежде всего, что пепосредствепным источ- 
ником ошибок служит само отдельшо взятое звено Шеффера 
как в исполнительном устройстве, так и в восстанавли- 
вающем устройстве. Обозпачим через в вероятность воз- 
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никновения ошибки в срабатывании каждого отдельного 
звена. 13 предположении, что имеется г параллельно соеди- 
ненных звеньев Шеффера и что эти звенья срабатывают 
‘независимо одно от другого, вероятность неправильного 
срабатывания каждого из звеньев в этой системе попреж- 
нему остастся равной ғ. Поэтому в цепи, состоящей из ғ 
параллелью соединенных звеньев, в среднем =/ звеньев 
будут срабатывать с ошибкой. Это же число представляет 
собой и наиболее вероятное число ошибок в цепи из п 
параллельпо соединенпых звеньев. 

Вероятпость появлепия какого-либо другого числа оши- 
бок будет уже меньше. В самом деле, задача об опре- 
делении вероятности р, (9, е, 7) возникновения о ошибок 
в цепи из г параллельно соединенных элементов при задаи- 
ной вероятности е выхода из строя каждого звена в от- 
дельности представляет собой классическую задачу о слу- 
чайном выборе. Как известно '), при больших г 


Поэтому распределепие вероятности д. (р, є, г} представляет 
собой пормальное распределение со средним значением ег 
н средним отклонением И =(1 —в)х, 

Другим источником ошибок в исполнительном устрой- 
стве служат неправильности в подключении линий от вход- 
ных связок к отдельным звеньям Шеффера. Пусть, напри- 
мер, возбуждено относительное число Е линий входной 
а-связки (фиг. 151) к относительное число 1 липий вход- 
ной б-связки; тогда следует ожидать, что аналогичное 
число линий выходной связки будет запрещено. 

Но если некоторая Линия а в ім звене возбуждена, 
а линия д, окажется невозбужденной, то выход і-го звена 
попрежнему останется возбуждепным — даже в отсутствие 
ошибки в самом звене. Пусть &- относительное число 
возбужденных ЛИПИЙ ВЫХОДНОЙ связки исполнительного 
устройства. Тогда число запрещенных выходных линий 
равно (1 — 5) п. Полное число возбужденных линий во вход- 


1) См., например, Магдепан Н., Мигрћу С. М., Тће Ма- 
{ешаНсз оГ Рһуѕісә апа Сһеліѕігу, Ме Уогк, 1943, р. 422. 
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ной а-связке равно ёп, а во входной б-связке равно ци. 
Однако число действующих, т. е. правильно подключен- 
ных входных а-линий, составляет только (1—5) и. Раз- 
ность [Е - (1 — 2)] я представляет собой число недейственных 
линий. Число недействезпых входных ё-линий составляет 
19 (2—92. 

Поэтому (1—5) и выходных линий поключены пра- 
вильно, [2—1 — 2) и выходных линий не действенны из-за 
неправильного подключения возбужденных линий а-вхо- 
да, [7 —(1— )]2 выходлых линий не действенны из-за 
неправильного подключения возбужденных линий ё-вход: 
наконец, число выходных линий, пе действенных ‘из-за нали- 
чия во входах а и б невоэбужденных входпых линий, 
равно остатку 


0 0101-0 01-0 2-0-9 


Таким образом, число возможных действенных сочетаний 
при такой классификации выхода равио ‘) 


п 
— Пи 2-14) ај" 


а орлу 


Со стороны входа число возможных сочетаний т входных 
а-линий, из которых тл возбуждены, а (1.— &) п пе воз- 
буждены, составляет 


т 
Слу) р" 


Число возможных сочетаний п входных б-линий при тег 
возбужденных линиях и (1 — д) п не возбужденных линиях 
равно. 


Поэтому при относительных числах Е и т возбужденных 
входов отдельных звеньев Шеффера в условиях их идеаль- 
ной работы вероятность р, возбуждения относительного 


1 См., например, стр 418 только что цит, работы 
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числа 5 линий на выходе равна 


рі, п) == 


_ а 


р 


(Иа Ма — 9 ај 


та н а ГАЈ 2—8 


9а" 


(18.4) 


Очевидпо, что для того, чтобы это выражение имело 
смысл, ни один из четырех классов выходных линий, рас- 
смотренпых несколько выше в этом пулкте, не должен 
содержать число линий. меньшее нуля. Каждый раз, когда 
это условие не пыполияется, вероятность р, падает до 
нуля. Это означает, что р, равно пулю каждый раз, 
когда нарушаются следующие условия: 


1526 } 
5-0-5) 20, | 
-а-9>0 г (18.5) 


2-81-55 0. 


Приступим теперь к упрощению выражений в правых 
частях равенств (18.4) в предположен что я — доста- 
точно большое число. При больших я факториал можно 
приближенно оценить его асимптотическим выражением по 
формуле Стирлинга: 


8 
ма Убе", (18.6) 


С помощью равенства (18.6) запишем р; приближенно 
в виде 
и 


пъ ттт ае, (18) 
где 
2. ана 
а лун (=9е= = (18.8) 


28 Цянь-Сюз-Сань 
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ЕЕЕ 
Б 90-04080 т@-#я-9— 
(1 89100018) 0а (1) 10 (1—2). (18.9) 


Дифференцируя 0 по (, получаем 


Е п 0 (18.10) 
и 
1 1 1 
а+ =. 18.1) 


С помощью этих равенств мы находим, что при $ = 1 — 5] 
дд 2 А 2 
9=6. 0. Кроме того, в силу условий (18.5), производ- 


пая 020/022 всегда положительна. Поэтому функция 4 имеет 
единственпый нуль, который находится в точке 6 = 1 — ё. 
Тогда при очень больших п мы должны рассматривать 
функцию 8 только вблизи ее пуля, что обусловливается 
экспонентой с отрицательным показателем в правой 
части (18.7). Но в нуле функции 8, где 6 = 1 — 9, 


В ТИНЕ НЕ 
5 9) 90-0 и (080-59) 19901-9): 


Таким образом, вблизи значения 5 = 1 — Ец приближением 
функции 6 служит выражение 


1 00—01 7) 

ит. 18.12 

ЕГ) (1—1) ( ) 

При болышом и величина а представляет собой функцию 

от *, изменяющуюся медленно по сравнению с экспонентой 

в правой части равенства (18.7). Таким образом, мы можем 
взять значение а в точке 5 = т, е. 


1 


С), 


(18.13) 


Поэтому в конечном счете приближенное выражение ве- 
роятности р; (&, 1, ©; п) при очень больших п принимает 
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ВЯ 


а-я. (18.14) 


я 


Отсюда следует, чго р; также представляет собой нормаль- 
ное распределение по отношению к {. Среднее значение 
достигается в точке (1—4) т, а среднее отклонепие рав- 
во УЕ ЗЕТЕ 

Преобразуем выражение вероятности р. 1 &; п) 
к окончательному виду путем перехода к непрерывной 
функции распределения ($; &, 1; п) при больших значе- 
ниях м. Если И (7; Е тт) 0. представляет собой вероят- 
ность возбуждения числа выходных линий, заключенных 
между ми 40-1 =и (4-4-1), то 4. = 1/0, и эта вероят- 
ность в точности равпа р, (Е, %, 6; п). Поэтому 


(8, тл) п у 
(18.15) 


Следовательно, № (3; &, 7; п) в общем случае выражает 
вероятность нахождения относительного ч а воз бужден- 
кых линий на выходе между $ и 6 -- @ при заданных отно- 
сительпых числах & и 1 возбужденных входных связок. 
Объем этих связок определяется числом п линий. № пред- 
ставляет собой гауссово распределение со средним значе- 
пием 1 — Ёд и средиим отклонением УЁТГ-Э И -— я). 
Этот результат можпо записать и в другой равносильной 
форме” 


=) {18.16} 
где у обозпачает случайную персменпую с пормальным 
ғауссовым законом распределения, причем среднее значе- 
ние равво пулю, а ередпсе отклопение — единице. Тогда 
соотпошение (18.16) означает, что функция $ обладает 
тауссовым закоком распределения со средним значением 
1—Ы и средним отклонепием (Е 8) п)/2. Соот- 
ношения (18.15) и (18.16) выражают это же самое обстоя- 


28* 
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тельство. Однако соотношение (18.16) более удобно в при- 
ложениях. 

Теперь мы можем учесть оба источника ошибок совме- 
етно и включить в распределение функции 5, описываемое 
соотношением (18.16), влияние песовершенства отдельных 
звепъев Шеффера. Перепишем приближенное равенство(18.3) 
в виде, аналогичпом равенству (18.16) 


в==-- У). (18.17) 


Вспомним теперь, что наше исполлительное устройство 
содержит два класса звеньев Шеффера. Выход одного из 
видов этих звеньев, по предположению, возбужден; число 
таких звеньев равно 51. Возникновение одной ошибки 
уменьшает число возбужденных линий па единицу. 

В силу равенства (18.17) ф ошибок в звеньях этого 
вида определяются соотношением 


дет Уз - эму. (18.18) 


Звенья другого в в числе (1—5) п предполагаются 
невозбужденными. При возникповенин одной ошибки 
число возбужденных линий увеличится па единицу. 
4” ошибок в звеньях этого вида распределены по закону 


ф=зИ-Эт+уИ-ЭИ-Ови. (18.19) 


Следовательно, разность 9’—49 представляет собой до- 
полнительное число возбужденных линий па выходе, 
обусловленное ошибками в самих звеньях. В силу равенств 
(18.18) и (18:19) имеем 


(-2)ач 
БИ) 9пу- у: (1) ту. (18.20) 


Алгебраическая сумма последних двух слагаемых в пра- 
вой части равенства (18,20) представляет собой разность 
двух случайных функций, распределенных по нормальному 
закону. Мы увидим сейчас, что эта разность снова изо- 


бражает случайную функцию с пормальным законом 
распределения, 


4 – 
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Рассмотрим две случайные переменные 2;и 2,, обладаю- 
щие пормальным законом распределения со средним значе- 
кием, равным нулю, и средними отклонепиями с; и оз 


соответственно. Поэгому 
21=010, 
заи: (18.21) 


Обозпачая еще через 1, (2;) функцию распределепия ве- 
роятностей переменной 2, а через 11, (2,) — функцию распре- 
деления вероятпостей перемепной 2, напишем, что 


1 
з 25 


е 


Считая теперь эти две случайные переменные независимыми 
одва от другой, выпишем вероятпость одновременного 
нахождения перемеппой 2 в промежутке между 2, 
и 2, '-42, и переменной 2, в промежутке между 2, 
и 2, 42: 

№, (21) 0, (2. 02,021. 


Введем новые переменные х, и х, определенные посред- 
ством соотношений 


Упсмянутая вероятпость одновремепного нахождения 2, 
и г, в указанных промежутках в новых переменных при- 


ниает вид 
Й я“ ха 
10, (* + ЭТА уа. 
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Проинтегрировав эту вероятность одновременного наступле- 
ния указанных событий по х, в пределах от — оо до оо, 
получим вероятность № (хџ) їх, где 10 (х) представляет 


‘собой а распределения вероятностей переменной 
Ж=А - 2. Таким образом, 

а бхаа ду хар ЕА 
Ж (х1) 2) ж, ) = 


зу. (18.22) 


Выполняя подобпым же образом интегрирование по х,, 
можно показать, что 


ИТ (18.23) 


Отсюда следует, что разность или сумма двух независимых 
случайных фупкций, обладающих пормальным законом 
распределения вероятностей, опять представляет собой 
случайную фупкцию с пормальным законом распределения 
вероятностей, причем квадрат ее среднего отклонения равен 
сумме квадратов средних отклонений исходных случайных 
функций. Это свойство сохрапепия случайных функций 
с нормальным законом распределепия и нулевыми средпими 
значениями по отношению к сложению и вычитаняю 
является закономерным, так как такие фупкции обла- 
дают равными вероятпостями при положительных ИЛИ 
отрицательных значениях. 
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С помощью равенства (18.22) мы можем записать 
результат, выражаемый соотношением (18.20), в виде 


и-а=% (т-Оа+УИИ- пу. 


Пусть величина (9’— 9)/п = А5 представляет собой поправку 
к относительному числу { на несовершенство звеньев 
Шеффера; в этом случае будем иметь 


аря 5-0)" 


Теперь мы можем сочетать сооткошепия (18.16) н (18.24) 
н записать выражение скорректированного относительного 
числа =’ возбужденных линий выхода в виде 


(18.24) 


сес (4 жр ,= 
=а-в+*(ы 


129 
90. (18.25) 


Сумма последних двух слагаемых в правой части равен- 
ства (18.25) является суммой двух независимых случай: 
ных переменных с пормальным распределением, и, следо- 
вательно, мы можем воспользоваться соотпошением (18.23). 
Поэтому в окончательном виде, применяя символ © вме- 
сто У’, получим с помощью равенства (18.24) 


ЕСЕЗСЕЭГ 
Е" ручаін 


(18.26) 


п 


где у - случайная переменная с нормальным законом 
распределения, средиее значение которой равно нулю, 
а среднее квадратичное отклонение — единице. Соотноше- 
ние (18.26) характеризует качество срабатывания испол- 
нительного устройства нашей системы, построенной по 
методу сложных сочетаний и определяемой относительными 
числами & и я возбужденных входов и относительным 
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числом { возбужденных выходов при вероятности є отказа 
в срабатывании отделыпых звепьев Шеффора, 


18.5. Ошибки в системах, построенных по методу 
сложных сочетаний. Подечитав вероятность, характери- 
зующую качество действия исполнительото ‘устройства 
нашей системы, образоваппой по методу сложных соче- 
таний, мы очень легко выполним оставшуюся часть рас- 
чета. Каждый агрсгат восстапавливающего устройства, 
показаппый па фиг. 152, в действительности равпосилен 
исполнительпому устройству. Па первой ступени восста- 
навливающего устройства входами служат линии, образо- 
вавшиеся в результате расщепления выходпых линий 
исполнительного устройства. Таким образом, вместо двух 
различных отпосительных чисел & и я мы встречаемся 
здесь с одним и тем же относительным числом 5. Тогда, 
обозначив через н относительное число возбуждешых 
выходов па первой ступени, получим, в силу (18.26), 


в 01-9-2500 г) И 
(18.27) 


Подобным же образом, обозначив через у отпосительное 
число возбужденных выходов па второй ступепи восста- 
навливающего устройства, получим 


А КУЛЕ Е. 
ЕЛС) Иа у, 
(18.28) 


Первые члены в правых частях равенств (18.27) и (18.28) 
совпадают с первым членом в правой части (18.1). Допо. 
пительные члены возникают за счет несовершенства сами 
звеньев и за счет статистического распределения опибок 

При любых заданных & 1, є и п соотношения 
(18.26) — (18.28) позволяют пам подсчитать функцию 
распределения у, характеризующую относительпое число 
возбуждеппых выходных линий полной системы соедине- 
ний Шеффера. Мы можем пояснить это обстоятельство, 
обращаясь к виду функции распределепия. Так, например, 
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соотношение (18.26) равносильно соотношению 


( 


иж я) = 


[а 5) 95 


Таким образом, фупкция 1 (у; Ё, т; п) распределепия 
вероятностей функции у получается путем иптегрирования 
по би в функции одновременной вероятпости по перемен- 
ным $, виз, т. е. 


тя = 


х 


[| [а 1-22 
| ев 
у 


в 
Теперь мы покажем, что при определенных условиях 
имеется возможность достичь путем повышения числа п 


. (18.29) 
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пости идеального действия системы, образованной по ме- 
тоду сложных сочетаний из звеньев Шеффера. Рассмотрим 
некоторый даиный критический уровень ё. Идеальный 
характер действия требует, чтобы из условия у ё сохра- 
непия выхода в невозбужденном состоянии следовали 
условия &:> 1—0 и 721—5 возбуждения обоих входов, 
а из условия у> 1-— ё следовала одна из двух пар усло- 
вий: «бит 1—2 или #2 1-- ди тд. Пусть п на- 
столько велико, а є настолько мало, чтобы в соотноше- 
ниях (18.26) — (18.28) можно было пренебречь членами 


порядка г и 1/Ий. Тогда 


ВО за 1? 
или иначе 
уаз 1— (251 — 228), когда п»1, (18.30) 
=< 1. 


Пусть теперь Ё= }— а, 7=1- В и а< 5, В<5, так что 
Е>1 В и а> 1-8. Тогда, в силу соотпошепия (18.30), 


получим 


ул 2000 9с... 


Отсюда следует, что » = О (82). Подобным же образом из 
(18.30) вытекает, что у= 1—0 (8) при &<8 и п2 1—0 
или &2 1—0 и т<. Кроме того, (18.30) также показы- 
вает, что 1—0 (0) при Ё<ё и т<. Поэтому при 
малых иё и при п-» о можно добиться идеальтой 
надежности системы, полученной по методу сложных 
сочетаний из звеньев Шеффера. 

Когда п велико, по не бесконечно, расчет оказывается 
довольно громоздким из-за необходимости оценивать инте- 
трал в соотношении (18.29). Хотя асимптотические значения 
этого интеграла можно найти с помощью классических ме- 
тодов, мы здесь не будем запиматься соответствующим расче- 
том. Вместо этого мы приведем один пример, заимствованный 
у Неймана, где 8=0,07, т. е. возбуждение по крайней мере 
93% линий связки определяет положительную информацию; 
возбуждение числа линий, не превышающего самое большее 
7% линий, определяет отрицательную информацию. 

Нейман нашел, что для предупреждения ошибок вероят- 
ность _ неправильного срабатывания отдельных звеньев 
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Шеффера должна быть ниже 0,0107. При = >0,0107 нельзя 
добиться понижения вероятности всей системы в целом до 
‘сколь угодно малой величины путем увеличения числа п. 
При ==0,005 (1/,% вероятпости отказа срабатывания от- 
дельного звена) Нейман получил числовые результаты, при- 
веденные в табл. 5. Из этой таблицы видио, что если связка 
насчитывает 1000 линий, то степень надежности системы 
довольно слабая. В самом деле, она меньше исходной падеж- 
ности, характеризуемой вероятностью 1% от є выхода 
из строя. Но при увеличении числа п в 25 раз достигается 
чрезвычайно высокая степень надежности. 

Методику синтеза сложных сочетапий, рассмотренпую 
в предылущем разделе, можпо без изменений применять 
также и к системам, которые с самого начала строились из 
звепьев Шеффера. Для этого мы заменяем каждый элемепт 
Шеффера в исходной системе системой Зи звеньев Шеффера, 
причем каждый из них снабжаем своим исполнительным 
устройством и восстанавливающим устройством. Ошибку 
во всей системе можно подсчитать, исходя из ошибок в от- 
дельных системах Шеффера и применяя способ, рассмотрен- 
ный выше. Практически это вычисление весьма утомитель- 
но. Однако для оценки порядка величины числа и, требуемо- 
го для обеспечения заданной степени устойчивости, мы мо- 
жем считать всю систему в целом равпосильной одпому 
звену Шеффера и непосредственно применять выводы для 
этого звена ко всей системе, что и будет сделано в следую- 
шем пункте. 


Таблица 5 


и Вероятность неправильного 
Число линий. я о пата 


1000 

2000 5 
3000 р 
2000 | 
10000 | 1,6<10-0 
20000 2.,810—10 


25 00% 1,925 10-38 
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186. Примеры, Чтобы получить представление о вели- 
чинеобъема требуемой связки, рассмотрим счетную машипу, 
содержащую 2500 электронных ламп. Допустим, что 
в средпем каждая лампа возбуждается один раз каждые 
5 михросекунд. Потребуем, чтобы машина в среднем ра- 
ботала в течепие 8 часов до того, как она допустит одну 
ошибку. В течение этого времени число возбуждений одной 
лампы равно 


х8 «3600 Х 108 = 5,76 х 10°. 


Будем рассматривать каждую электронную лампу как звено 
Шеффера. Тогда, считая каждую лампу независимой, 
найдем, что требуемая верхняя вероятность неправильного 
срабатывания равна 1 (5,76.109). 

Но в системе насчитывается 2500 связапных между собой 
ламп. Ошибка в срабатывания лишь одной из 2500 ламп озна- 
чает, что допущена ошибка во всей системе. Поэтому, рассма- 
тривая каждую лампу, как один составной элемент системы, 
мы увидим, что заданная вероятность неправильного сраба- 
тывания должна составлять всего лишь 1/2500 от ранее най- 
денного значения, т.е. равняться 1/(2500.5,76.10:=7: 10-14. 
Мы видим, что окончательная вероятность пеправильного 
срабатывания имеет ту же величилу, которую мы получили 
бы, рассматривая всю систему, состоящую из 2500 ‘ламп, 
как едипое суммарное звсно Шеффера. Эта возможность 
значительно облегчает подсчет требуемого числа и линий 
в системе, образованной по методу сложных соче- 
таний. я 
Если принять значения критического уровня 8 и зероят- 

ности = повреждения лампы, указанные в табл. 5, то для 
снижения >вероятности неправильного действия устройства 
до нужного значемия потребуется в соответствии с таблицей, 
`чтобы было и+=14 000. Поэтому, чтобы придать машине за- 
данную степепь надежности, потребуется усложнить сис- 
тему в 14 000 раз. Это означает, что каждая отдельная 
лампа в машине подлежит замепе на узел, состоящий из 
Зя-—=3Х 14 000—=42 000 ламп. При этом машина, первона- 
чальшо содержащая 2500 ламп, превратится в гигантское 
устройство из 105 000 000 ламп. Очевидпо, чтотакой метод 
практически непригоден, 
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Обратимся теперь к другому примеру и рассмотрим пра- 
вдоподобное количественное описание устройства нервной 
системы человека. Число пейронов, образующих эту систему, 
обычно определяется как 10. Но, учитывая паличие сина- 
птических концевых узелков и других возможных авто- 
номных «подузлов», мы обнаружим, что это число, без- 
условно, оказывается весьма заниженным, В действитель- 
ности оно в несколько сот раз больше, Примем число 
основных элементов равпым 10'8. Нейрон может быть 
возбужден до 200 раз в секунду. Но среднее число воз- 
буждений нейрона должно быть гораздо меньшим; примем 
его равцым 10 возбу депиям в секунду. Допустим далее, 
что всякая ошибка в действии цашей нервной системы пред- 
ставляет собой серьезное явление и не должна иметь места 
на протяжении промежутка времени, соответствующего 
человеческой жизни. Примем интервал времени, па протяже- 
нии которого такие ошибки отсутствуют, равным 10 000 лет. 
В течение этого временн полное число возбуждений нервной 
системы, состоящей из 10 элементов, составит 


1018; 10 000% 31 536 000 х 10 = 3,2 х 10°, 


Таким образом, вероягность неправильного срабатывания 
окажется равной 


2х 10726, 


Примем вновь допущение о том, что свойства осповпых 
элемедтов јервной системы определяются даиными 
табл. 5. Тотда, экстраполируя значения этой таблицы, 
получим, ‘что и=28 000. 

Однако в этот расчет надо внести поправку: если нерв- 
ная система человека действительно образована 28 000- 
хратиым применением метода сложных сочетапий, то число 
основных элементов исходисй системы уже пе равно 1018, 
как мы предположили выше, ав1/3 х28 000) раз меньше 1018, 
Тотда вероятность неправильного действия увеличится 
в 3% 28 000 раз. С учетом этой поправки вероятность не- 
правильного действия будет равна 2,7 х 107°. Тогда с по- 
мощью табл. 5 найдем, чго п=22 000. Дальнейшее по- 
строение итераций уже не приведет к заметному изменекию 
этого числа. 
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Эти примеры показывают, что, хотя наш метод предупреж- 

дения ошибок с помощью сложных сочетаний вполне оправ- 
дываетея в применении к микрокомпонентам нервной сис- 
‹ темы, в условиях современной техники, он оказывается, 
тем не менее, непрактичным в области систем автоматиче- 
ского регулирования, существующих на практике. Одно 
очевидное направление будущего развития состоит в умень- 
шении как размеров элемептов систем, так и их мощности. 
С этой точки зрения полупроводниковый прибор представ- 
ляет собой большое усовершенствование по сравнепию с 
электронной лампой. Поэтому метод сложных сочетаний 
может еще оказаться полезным в будущем. Другое направ- 
ление исследований заключастся в более глубоком изуче- 
нии процесса предупреждения ошибок. Метод построения 
нашей основной системы с помощью исполнительного 
и восстанавливающего элементов для каждого звена 
Шеффера не является, в копечиом счете, едипственио возмож- 
ным. Хорошо, что уже эта попытка оказалась успешпой 
в отношении выявления возможности иовышения надеж- 
ности действия системы. Вероятно, существуют и другие 
методы построения системы дублированпых компонентов, 
доставляющие ту же степень надежности при меньшем числе 
таких компонентов, Другими словами, в технике предупреж- 
дения ошибок систем автоматического регулирования зало- 
жено лишь начало, Еще не сушествуег решения этой задачи, 
пригодного для использования в технике автоматического 
регулирования. 
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возмущений баллистическая 
282 

— Штибица и Шеннова 138 

Ток включения 217 
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Центр траекторий 229 
Цифровые счетные машины. 303, 


Цыпкин Я. 3. 67, 137 
Цапь (Тыеп Н. 5.) 158, 283 
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ТЕХИЧЕСКАЯ КИЪЕРНЕТИКА 
ПРЕДИСЛОВ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 
ВВЕДЕНИЕ 


МЕТОД ПРЕОЪРАЭОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

ВХОДНАЯ ВЫХОДНАЯ И ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНК 
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РЕЛЕЙНЫЕ СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ 

РАСЧЕТ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИ 
РОВАНИЯ НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ ВОЭМУЩЕНИЙ 
ЭКСТРЕ МАЛЪНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ 
УЛЪТРАУСТОЙЧИВОСТЪ И МУЛЪТИУСТОЙЧИВО 
СТЬ 

ПРЕДУЛРЕ ЖДЕНИЕ ОШИЪОК В СИСТЕМАХ 
ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ ЛИТЕРАТУРА 
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